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EPIGRAFE

“Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros de gigantes.” — Isaac Newton



RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a andlise de um simulador tridimensional de gra-
vitacdo destinado ao ensino de Fisica, concebido para integracdo a plataforma educacional
SimuFisica®. O simulador proposto permite explorar a dindmica gravitacional entre dois e
trés corpos em um ambiente tridimensional interativo, possibilitando a visualiza¢do de drbitas
e das interagdes resultantes do principio da superposicao das forcas gravitacionais. O motor
fisico da simulagdo foi implementado com base na solu¢dao numérica das equagdes diferenciais
do movimento utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), garantindo estabili-
dade e precisdo nos calculos. A visualizacdo grafica foi desenvolvida com a biblioteca Three.js,
permitindo a execugdo da ferramenta diretamente em navegadores web. A validagdo do simula-
dor foi realizada por meio da comparagao entre resultados numéricos obtidos pela simulagdo e
parametros astrondmicos reais, demonstrando elevada fidelidade na reproducao de 6rbitas pla-
netdrias. Do ponto de vista educacional, o simulador constitui um objeto de aprendizagem que
favorece metodologias ativas, permitindo que estudantes investiguem fendmenos gravitacionais
por meio da manipulagdo de parametros fisicos e da observacdo direta dos resultados. Dessa
forma, o trabalho contribui tanto para o fortalecimento do ecossistema SimuFisica® quanto para
a ampliacdo do uso de simuladores desenvolvidos no Brasil para o ensino de Fisica.

Palavras-chave: Ensino de Fisica. Gravitacdo Universal. Simulador 3D. Tecnologia Educaci-

onal. SimuFisica®.



ABSTRACT

This work presents the development and analysis of a three-dimensional gravitational simu-
lator designed for physics education, conceived for integration into the educational platform
SimuFisica®. The proposed simulator allows the exploration of gravitational dynamics in two-
and three-body systems within an interactive three-dimensional environment, enabling the vi-
sualization of orbital motion and the interactions resulting from the superposition principle of
gravitational forces. The simulation’s physics engine was implemented based on the numerical
solution of the equations of motion using the fourth-order Runge—Kutta (RK4) method, ensu-
ring stability and accuracy in the calculations. Graphical visualization was developed using
the Three.js library, allowing the tool to run directly in web browsers. The simulator was va-
lidated by comparing numerical results obtained from the simulations with real astronomical
parameters, demonstrating high fidelity in reproducing planetary orbits. From an educational
perspective, the simulator constitutes an interactive educational resource that supports active
learning methodologies, allowing students to investigate gravitational phenomena through the
manipulation of physical parameters and the direct observation of the results. In this way, the
work contributes both to strengthening the SimuFisica® ecosystem and to expanding the use of
educational simulators developed in Brazil for physics education.

Keywords: Physics Education. Universal Gravitation. 3D Simulation. Educational Techno-
logy. SimuFisica®.
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1 INTRODUCAO

O ensino de Fisica € frequentemente desafiador, sobretudo ao abordar conceitos abstra-
tos como gravitacdo. A jornada para compreender a atracao entre 0s corpos e a estrutura do
cosmos mobilizou a ciéncia por séculos, culminando em teorias de imenso poder explicativo.

Desde a formulagdo da lei da Gravitagdo Universal por Isaac Newton [1], que unificou a
“fisica terrestre” e a “fisica celeste”, até€ a revoluciondria Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein [2], o entendimento da gravita¢do evoluiu significativamente. Contudo, a sofisticagao
matematica e a natureza ndo-visualizavel desses modelos representam uma barreira significativa
para a aprendizagem, especialmente para estudantes do Ensino Médio e dos primeiros anos do
Ensino Superior.

Para transpor essa barreira, a integracao de tecnologias educacionais tem se mostrado
uma estratégia eficaz, convertendo abstragdes tedricas em experiéncias interativas e visuais.
Dentre essas tecnologias, simuladores e laboratdrios virtuais se destacam, pois permitem que 0s
alunos explorem fend6menos fisicos simulados em um ambiente controlado, seguro e acessivel,
promovendo uma aprendizagem mais significativa [3]. Nesse cendrio, a plataforma SimuFisica®'
[4] surge como um ecossistema digital dedicado a centralizar e disponibilizar objetos de apren-
dizagem interativos e de alta qualidade para o ensino de Fisica [5]. A simulacdo tridimensional
(3D), em particular, emerge como um recurso representativo, uma vez que a gravitacdo é um
fendmeno inerentemente tridimensional, € uma representacdo em trés dimensdes permite ex-
plorar a dinamica orbital de forma mais auténtica e imersiva.

O objetivo central deste trabalho é, portanto, apresentar o desenvolvimento de um simu-
lador 3D de gravitagdo para integrar e expandir o acervo da plataforma SimuFisica®. Imple-
mentado com a biblioteca Three.js* [6], o simulador busca facilitar a compreensio de conceitos
fundamentais, como o principio da superposi¢do no problema de /N-corpos [7] e a natureza cad-
tica do problema dos trés corpos [8], promovendo um aprendizado ativo [9] e investigativo [10].
Sob essa 6tica, a ferramenta deixa de ser um mero recurso visual para tornar-se um laboratério
virtual, onde o aluno € encorajado a formular hipéteses e testar varidveis, processo central para
a alfabetizagdo cientifica e a construcao ativa do saber [11].

Diferente de abordagens puramente tedricas, este estudo propde a validacio da ferra-
menta sob o prisma da fidedignidade cientifica, requisito indispensédvel para que o simulador
atue como um objeto de aprendizagem confidvel [12]. A aplicabilidade em sala de aula ¢ dis-
cutida a partir da capacidade da ferramenta em sustentar metodologias ativas, onde o professor
deixa de ser o tinico detentor do saber para se tornar um mediador de investigacdes guiadas pela
visualizagdo interativa [13]. Com isso, espera-se contribuir para a modernizacdo das préticas de
ensino de Fisica e para o fortalecimento do ecossistema SimuFisica® como um polo de recursos
didéticos que despertem o protagonismo e a curiosidade cientifica dos discentes [14].

Para conduzir o leitor por essa jornada, este trabalho estd estruturado da seguinte forma:
primeiramente, serdo apresentados os fundamentos tedricos da gravitacdo [15] e da pedagogia
baseada em simulagdes [16, 17]; em seguida, detalhamos a metodologia de desenvolvimento e
as tecnologias empregadas; por fim, sdo expostos os resultados da validagao numérica do motor
de fisica e discutidas as perspectivas de integracio e uso pedagdgico da ferramenta no contexto
educacional.

LSimuFisica® é uma plataforma brasileira, acessivel via simufisica.com, que funciona como um ambiente vir-

tual de aprendizagem, gratuito e de livre acesso. E dedicada ao ensino de Fisica para o Ensino Médio e Superior,
€ serve como ecossistema para a integracdo da ferramenta desenvolvida neste trabalho.

2Biblioteca JavaScript de c6digo aberto que simplifica a criacdo e exibicdo de grificos 3D em navegadores
web. Ela atua como uma camada de abstracio sobre a webgl, facilitando a manipulacio de cenas, cameras, luzes e
objetos tridimensionais.


https://simufisica.com

1.1 JUSTIFICATIVA

A relevancia deste trabalho de conclusdo de curso (TCC) se consolida sobre um tripé
de contribuicdes que se interceptam: a pedagdgica, a tecnoldgica e a cientifica [18]. Cada uma
dessas dimensdes justifica a necessidade e a importancia do desenvolvimento da ferramenta de
simulacao proposta [19].

Na dimensdo pedagdgica, o trabalho ataca uma dificuldade de aprendizagem histori-
camente consolidada no ensino de Fisica [20]: a abstra¢do da gravitacdo [21] e da mecanica
[22]. Conceitos como a natureza vetorial das forcas, o principio da superposi¢do em sistemas
de multiplos corpos [23] e a visualizacdo de Orbitas tridimensionais representam um abismo
cognitivo para muitos estudantes [24]. A ferramenta proposta visa mitigar essa dificuldade
ao adotar uma abordagem construtivista, na qual o aluno deixa de ser um receptor passivo de
informacdes para se tornar um agente ativo na construcao do seu conhecimento [25]. Ao per-
mitir a experimentacdo livre — alterando massas, velocidades e posi¢des iniciais, o simulador
fomenta o levantamento de hipdteses e a observacdo direta de suas consequéncias [26]. Essa
metodologia estd em plena conformidade com as competéncias da Base Nacional Comum Cur-
ricular (BNCC), que incentivam o uso de tecnologias digitais (TDIC?) e o desenvolvimento do
pensamento cientifico, critico e criativo [27].

Sob a perspectiva tecnoldgica e de inovagdo, o TCC agrega valor direto ao ecossistema
da plataforma SimuFisica®. Enquanto muitas simula¢des educacionais se limitam a represen-
tacdes bidimensionais, a presente proposta inova ao oferecer uma experiéncia tridimensional
imersiva para um tépico fundamental da Fisica. O desenvolvimento com tecnologias web mo-
dernas e de cédigo aberto*, notavelmente a biblioteca Three.js, representa uma escolha estraté-
gica: garante-se a acessibilidade e a ampla distribui¢io da ferramenta, que pode ser executada
em qualquer navegador moderno sem a necessidade de instalacio de software especifico [28].
Dessa forma, o projeto nio apenas amplia o portfélio da plataforma SimuFisica®, mas também
contribui para democratizar o acesso a recursos educacionais de qualidade.

Finalmente, na dimensao cientifica e académica, o trabalho oferece um “laboratério
virtual” para a exploracdo de um dos problemas mais clédssicos e fundamentais da fisica: o
problema de N-corpos [29, 30]. A simulacdo permite uma aproximacao intuitiva e visual a um
tema de elevada complexidade matemadtica, tornando conceitos avangados, como a estabilidade
de sistemas planetdrios e a natureza cadtica do problema dos trés corpos [31], acessiveis a um
publico mais amplo. Além disso, a pesquisa em si, ao desenvolver e validar a eficicia de uma
nova ferramenta diddtica, pode contribuir para a drea de Ensino de Fisica, fornecendo dados
e um estudo de caso sobre o potencial das simula¢des 3D baseadas na web para a educagao
cientifica.

Embora existam simuladores 3D robustos que exploram a gravitagdo, como o software
comercial Universe Sandbox [32] ou ferramentas disponibilizadas pela NASA [33], estes fre-
quentemente possuem um caréter de sandbox® ou de demonstragiio em larga escala. A proposta

3TDIC € a sigla para Tecnologias Digitais da Informagio e Comunicagio. O termo, amplamente utilizado em
contextos educacionais e na BNCC, abrange o conjunto de hardware, software, aplicativos e midias digitais que
podem ser utilizados para criar, processar, armazenar e comunicar informagdes, servindo como ferramentas para
potencializar o processo de ensino-aprendizagem.

4Software de “cédigo aberto” (open source) é aquele cujo cédigo-fonte é disponibilizado publicamente, per-
mitindo que qualquer pessoa o veja, modifique e distribua. Essa filosofia promove a colaboragdo, a transparéncia
e a inovagdo, além de geralmente ndo ter custos de licenga, o que € importante para projetos educacionais e de
pesquisa.

>No contexto de software e jogos, um ambiente “sandbox” (caixa de areia) é aquele que oferece grande liber-



deste trabalho, em contraste, foca no desenvolvimento de uma ferramenta com um objetivo
pedagogico especifico, permitindo a manipulacdo controlada de pardmetros para investigar as
Orbitas resultantes da interacao de trés corpos [34], um tema classicamente desafiador [35]. A
futura integra¢do ao SimuFisica® garante que o recurso esteja alinhado a um contexto educaci-
onal e curricular brasileiro e que tem se destacado pela facilidade de utilizacdo e resultados no
ensino de fisica.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Desenvolver e validar uma simulacdo computacional 3D interativa sobre a dindmica da
gravitacdo universal, concebida como uma ferramenta pedagdgica para facilitar a visualizacdo
de fendomenos complexos e promover a aprendizagem ativa, integrando-a ao ecossistema da

plataforma SimuFisica®.

1.2.2 Objetivos especificos

* Fundamentar o trabalho em uma revisao bibliogréfica sobre a historia e a fisica da gravi-
tacdo, o problema de N-corpos e o uso de simula¢des no ensino de ciéncias;

* Projetar a arquitetura do software utilizando a linguagem UML (Unified Modeling Lan-
guage)®, visando um design modular, escaldvel e de facil manutencao;

* Estruturar o ciclo de desenvolvimento do software com base na metodologia agil Scrum’,
para garantir entregas iterativas e adaptéveis;

 Implementar o método numérico de Runge-Kutta de 4° Ordem (RK4)? para solucionar,
computacionalmente, as equagdes diferenciais que governam o movimento dos corpos;

» Construir a interface grafica e a visualizacdo 3D com a biblioteca Three.js, priorizando a
usabilidade e a interatividade do usuario;

dade ao usudrio para explorar, criar e modificar o sistema sem um objetivo predefinido. Embora excelente para a
exploragdo livre, pode ser menos eficaz para investigacdes pedagdgicas guiadas e focadas em conceitos especificos.

®Linguagem de Modelagem Unificada. E uma linguagem grafica padronizada para visualizar, especificar, cons-
truir e documentar os artefatos de um sistema de software, utilizada na fase de planejamento da arquitetura da
simulagdo.

7Um framework 4gil para desenvolver e manter produtos complexos. Baseia-se em ciclos de desenvolvimento
curtos chamados Sprints, e seus pilares sdo a transparéncia, a inspe¢do e a adaptagdo.

8Um método numérico iterativo amplamente utilizado para a solugiio de equacdes diferenciais ordinarias. Foi
o algoritmo escolhido no projeto por seu equilibrio entre precisdo computacional e estabilidade para simular as
trajetorias.



1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este Trabalho de Conclusdo de Curso estd organizado em seis capitulos, estruturados de
forma a conduzir o leitor desde a fundamentag@o conceitual até a validag¢do técnica da ferra-
menta desenvolvida.

O Capitulo 2, fundamentacio tedrica, estabelece o alicerce cientifico da pesquisa, re-
visitando a evolugdo histérica do pensamento gravitacional — de Platdo a Einstein — e deta-
lhando a fisica do problema de /V-corpos, sob a 6tica do principio da superposicao e da dindmica
cadtica.

O Capitulo 3 descreve o ecossistema SimuFisica® e sua relevancia no contexto educa-
cional brasileiro e como o desenvolvimento do simulador gravitacdao 3D contribuira.

O Capitulo 4 descreve a metodologia de desenvolvimento sob dois prismas: a mo-
delagem fisica, através da implementacdo do método numérico de Runge-Kutta de 4* Ordem
(RK4), e a engenharia de software. Sdo descritas as tecnologias empregadas, como a biblioteca
Three.js, além da arquitetura do sistema planejada via UML.

O Capitulo 5 detalha os resultados e validacdo, constituindo o nicleo técnico e expe-
rimental do trabalho. Apresenta-se o confronto entre os dados gerados pelo motor de fisica
do simulador e os parametros astrondmicos reais, atestando a fidedignidade cientifica da ferra-
menta para uso em sala de aula.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais, onde sdo sintetizadas as
contribuicdes deste estudo, as limitacdes identificadas e o roadmap’ para a integracdo definitiva
da ferramenta a plataforma de destino, apontando dire¢des para expansdes futuras em fisica
moderna.

°Roadmap: termo utilizado para representar um planejamento estratégico visual contendo etapas, metas e
direcionamentos previstos para o desenvolvimento futuro de um projeto ou sistema.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 UMA BREVE HISTORIA DO ESTUDO DA GRAVITACAO

A compreensdo da gravidade € um pilar da Fisica e da nossa visdo de mundo. Longe de
ser um conceito estatico, nossa no¢do de gravidade evoluiu através de milénios de observacao,
debate filosdfico e revolucdes cientificas. Esta secdo apresenta uma cronologia, considerando
as principais teorias € modelos cosmolégicos desenvolvidos ao longo da histéria, desde as pri-
meiras concepgdes cosmoldgicas que separavam os céus da Terra, passando pela unificacio de
Newton [36], até as fronteiras da fisica contemporanea, onde a gravidade é entendida como a
propria geometria do espago-tempo [37].

2.1.1 Do problema de Platao as leis de Kepler

A astronomia grega buscava compreender e descrever racionalmente os movimentos
observados no céu, conciliando observac¢do empirica e principios filos6ficos. Para os fildsofos
gregos, especialmente os vinculados a tradicao platonica, o cosmos era entendido como uma
estrutura perfeita e ordenada, de modo que os movimentos celestes deveriam necessariamente
ocorrer de maneira circular e uniforme, considerados os movimentos mais perfeitos da natureza.
Entretanto, as observagdes astrondmicas revelavam comportamentos complexos dos planetas
(do grego planetes, “errantes’), como variagdes de velocidade e mudancas aparentes de direcao,
incompativeis com a simplicidade esperada pelos modelos filos6ficos da época [38].

Nesse contexto surgiu o chamado “Problema de Platdo”, cujo objetivo era explicar ma-
tematicamente os movimentos irregulares observados no céu utilizando apenas combinacdes
de movimentos circulares uniformes. O grande desafio intelectual da astronomia grega era re-
conciliar a perfeicdo filoséfica dos movimentos circulares e uniformes com as observacgdes dos
planetas, que exibiam trajetdrias complexas e irregulares no céu, incluindo o notério movimento
retrogrado’ [39]. A primeira grande solugdo matemdtica foi proposta por Eudoxo de Cnido (c.
408-355 a.C.), que concebeu um sistema de esferas concéntricas?, ver Fig. 2.1. Neste modelo,
cada planeta estava preso a uma esfera que girava, e o eixo dessa esfera, por sua vez, estava
conectado a uma esfera maior com uma rotacao diferente, e assim por diante. Com uma combi-
nacao de vadrias esferas para cada planeta, era possivel reproduzir seus movimentos complexos
[40].

Aristoteles (384-322 a.C.) adotou e expandiu essa ideia, transformando-a em um modelo
fisico composto por 49 esferas concéntricas que procuravam explicar os movimentos de todos os
corpos celestes, ver Fig. 2.2. Nesse sistema, a esfera mais externa era a das estrelas fixas, a qual
transmitia o movimento a todas as esferas inferiores, enquanto seu préprio giro era provocado
por uma entidade de natureza sobrenatural [41].

'Fendmeno aparente observado quando um planeta parece inverter temporariamente sua direcfio de desloca-
mento no céu em relagdo as estrelas de fundo, devido as diferencas entre as velocidades orbitais da Terra e dos
demais planetas.

2Conjunto de esferas transparentes e centradas na Terra utilizadas na cosmologia antiga para representar o
movimento dos astros.
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Figura 2.1: Representacdo do modelo matemadtico das esferas concéntricas proposto por Eudoxo de Cnido
para explicar os movimentos aparentes dos corpos celestes. Nesse sistema, 0s planetas eram associados a
esferas que realizavam movimentos circulares uniformes em diferentes eixos de rotacdo. A combinagio
desses movimentos permitia reproduzir trajetrias complexas observadas no céu, incluindo varia¢des apa-
rentes de posicdo. Na figura, o planeta inicia seu movimento no ponto A sobre o equador representado
em vermelho e posteriormente € transferido para o equador em preto até alcancar o ponto P. Esse modelo
representa uma das primeiras tentativas matemadticas de descrever o movimento planetdrio na astronomia
grega. Fonte: [42].
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Figura 2.2: Representagcdo do modelo cosmoldgico aristotélico baseado em esferas concéntricas. Nesse
sistema, a Terra ocupa o centro do universo, enquanto os corpos celestes sdo transportados por esferas
cristalinas que giram ao seu redor. Cada planeta possui um conjunto de esferas responsaveis por reproduzir
seus movimentos observados, incluindo variagdes aparentes como retrogradagdes. A esfera mais externa
corresponde a das estrelas fixas, cujo movimento uniforme € transmitido as esferas inferiores, sendo, por
sua vez, associado a uma causa de natureza metafisica. Esse modelo representa uma das primeiras tentativas
de descrever o cosmos por meio de uma estrutura geométrica e fisica integrada. Fonte: [43].



O 4dpice e a sintese definitiva do modelo modelo geocéntrico’, no entanto, vieram com
Claudio Ptolomeu (c. 100-170 d.C.), conforme ilustrado na Fig. 2.3. Em sua obra monumental,
o Almagesto [44], ele aperfeicoou as ideias de seus predecessores, como Apoldnio e Hiparco,
para construir um modelo geométrico de imenso poder preditivo [45]. Em vez de apenas esferas,
Ptolomeu utilizou um conjunto de artificios geométricos para ajustar a teoria as observacoes
cada vez mais precisas [46]:

O Excéntrico: Para explicar por que o Sol parecia mover-se mais rapido em algumas
épocas do ano, Ptolomeu propds que o centro da 6rbita solar (o deferente*) ndo estava na Terra,
mas em um ponto ligeiramente deslocado, o excéntrico’.

O Epiciclo: Para explicar o movimento retrégrado, o planeta se movia em um circulo
menor, o epiciclo, cujo centro, por sua vez, percorria o circulo maior (deferente) ao redor da
Terra. A combinagdo desses dois movimentos criava a “lacada” no céu observada pelos astrd-
nomos. Tanto o aparente movimento para trds dos planetas em alguns periodos do ano como os
epiciclos podem ser vistos através do simulador Movimento Retrogrado dos Planetas (ver Fig.
2.4).

O Equante: Para dar conta das variacdes de velocidade restantes, Ptolomeu introduziu
um terceiro ponto, o equante. A velocidade angular do centro do epiciclo era uniforme nao
em relacdo ao centro do deferente, mas em relacdo a este novo ponto. Essa consideracao foi
necessdria para se adequar aos movimentos observados dos planetas.
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Figura 2.3: Representagdo do modelo geocéntrico de Cldudio Ptolomeu, detalhado em sua obra magna, o
Almagesto (século II d.C.). O sistema coloca a Terra imdvel no centro do universo, com a Lua, Mercurio,
Vénus, Sol, Marte, Jdpiter e Saturno orbitando ao seu redor. Para explicar o movimento retrogrado dos
planetas, Ptolomeu utilizou um sistema complexo de epiciclos (circulos menores) girando sobre deferentes
(circulos maiores). Fonte: Adaptado de Oliveira Filho e Saraiva (2014) [47].

3Modelo cosmolégico no qual a Terra é considerada o centro do universo, enquanto os demais corpos celestes
realizam movimentos ao seu redor. Esse modelo predominou na astronomia antiga e medieval, sendo amplamente
sistematizado por Claudio Ptolomeu por meio do uso de deferentes e epiciclos para explicar os movimentos apa-
rentes dos planetas.

“Elemento fundamental do modelo geocéntrico ptolomaico, o deferente consistia em uma circunferéncia maior
centrada préxima a Terra sobre a qual o centro do epiciclo de um planeta realizava seu movimento orbital, permi-
tindo descrever matematicamente irregularidades observadas nos movimentos planetarios aparentes.

>No contexto da astronomia geocéntrica, o excéntrico correspondia a uma circunferéncia cujo centro nio coin-
cidia exatamente com a Terra. Esse artificio geométrico foi introduzido para explicar as variagdes aparentes de
velocidade dos planetas observadas no céu.



O sistema ptolomaico, com sua combinacdo de deferentes, epiciclos e equantes, tornou-
se 0 modelo padrdo da astronomia por mais de 1400 anos. Sua longevidade se deve ao seu
sucesso: ele ndo apenas descrevia os movimentos celestes, mas permitia prever com razoavel
precisdo as posi¢Oes futuras dos planetas, eclipses e outros eventos astrondmicos [48].

SimuFisica » Movimento retrogrado dos planetas
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Figura 2.4: Simula¢ido do movimento retrégrado dos planetas no modelo geocéntrico, desenvolvida na pla-
taforma SimuFisica. A representacdo utiliza o sistema de deferentes e epiciclos empregado na astronomia
ptolomaica para descrever os movimentos aparentes dos planetas observados a partir da Terra. Nesse mo-
delo, o planeta realiza um movimento circular em um epiciclo, enquanto o centro desse epiciclo se desloca
ao longo de um deferente, permitindo reproduzir fendmenos como a retrogradacio planetdria. Link para a
simulacdo configurada: https://simufisica.com/31fszS.

A primeira grande ruptura conceitual veio com Nicolau Copérnico (1473-1543). Em sua
obra De Revolutionibus Orbium Coelestium [49], publicada postumamente, Copérnico prop0os
um sistema sistema heliocéntrico®, motivado pela busca por uma maior harmonia e simplicidade
matematica em relacdo ao complexo modelo de Ptolomeu, conforme ilustrado na Fig. 2.5.

Primeiramente, o modelo copernicano ofereceu uma explicacdo natural e elegante para
o movimento retrégrado dos planetas. Esse fenomeno complexo, que exigia os epiciclos de
Ptolomeu, foi explicado como um mero efeito de perspectiva, resultante do movimento relativo
da Terra ao ultrapassar planetas mais distantes (como Marte) ou ao ser ultrapassada por plane-
tas mais internos (como Vénus). Em segundo lugar, e talvez sua contribui¢do mais poderosa,
o sistema heliocéntrico permitiu, pela primeira vez na histéria, determinar a arquitetura do Sis-
tema Solar. Utilizando a distincia Terra-Sol como uma nova unidade de medida (a Unidade
Astrondmica), Copérnico foi capaz de calcular tanto os periodos orbitais verdadeiros de cada
planeta quanto as dimensdes relativas de suas Orbitas, alcancando uma precisdo notavel para a
época, como demonstram os dados compilados em sua obra [50].

Contudo, apesar de seu avanco conceitual, Copérnico permaneceu atado ao dogma plato-
nico das Orbitas perfeitamente circulares. Como as 6rbitas planetérias sdo, na verdade, elipticas,
ele foi forcado a reintroduzir um sistema de epiciclos e excéntricos para ajustar seu modelo as
observacgdes. Isso resultou em um sistema que, em termos de complexidade de calculo e preci-

®Modelo cosmolégico no qual o Sol ocupa a posicio central do sistema, enquanto os planetas, incluindo a
Terra, realizam movimentos orbitais ao seu redor. Esse modelo foi sistematizado por Nicolau Copérnico no século
XVI e representou uma ruptura com a tradicdo geocéntrica predominante na astronomia antiga e medieval.


https://simufisica.com/3lfszS

sdo preditiva, ndo era significativamente superior ao de Ptolomeu, o que dificultou sua aceitacao
inicial pela comunidade astronomica [51].

Figura 2.5: Diagrama do sistema Heliocéntrico conforme apresentado na obra de Nicolau Copérnico, De
revolutionibus orbium coelestium, publicada em 1543. O modelo posiciona o Sol no centro, com os planetas
conhecidos na época (Merctirio, Vénus, Terra com a Lua, Marte, Jipiter e Saturno) orbitando ao seu redor.
Fonte: Nicolau Copérnico (1543) [49].

Além das dificuldades técnicas, o modelo enfrentou forte oposic@o por desafiar o senso
comum e dogmas religiosos profundamente enraizados. Questdes como “se a Terra se move,
por que ndo sentimos seu movimento?” e o conflito com interpretacdes literais das Escrituras
Sagradas levaram a acusacgoes de heresia. Ciente da controvérsia, Copérnico retardou a publi-
cacdo de sua obra por décadas, vindo a recebé-la impressa apenas em seu leito de morte [52].
Ainda assim, ao retirar a Terra de sua posicdo privilegiada, Copérnico deu o passo conceitual
decisivo que iniciou a Revolugdo Cientifica, abrindo caminho para as futuras contribui¢des de
Tycho Brahe, Kepler e Galileu.

A ponte entre o debate tedrico e a solu¢do empirica foi construida pelo astronomo dina-
marqués Tycho Brahe (1546-1601). Confrontado com o dilema entre a elegancia matematica do
sistema copernicano e as fortes objecdes fisicas e filoséficas a uma Terra mével, Tycho dedicou
sua vida a resolver a questao através de dados observacionais de precisdo sem precedentes [53].

O principal argumento cientifico de Tycho contra o heliocentrismo era a auséncia da
paralaxe estelar’, ou seja, o desvio ou mudanga aparente na posi¢cdo de uma estrela proxima
quando observada de diferentes pontos da Orbita da Terra ao redor do Sol. Ele raciocinou,
corretamente, que se a Terra orbitasse o Sol, as estrelas mais proximas deveriam exibir um
desvio aparente em sua posicdo ao longo do ano. Com seus instrumentos meticulosamente

"Fendmeno astrondmico caracterizado pela mudanca aparente na posi¢do de uma estrela em relaco ao fundo
de estrelas mais distantes, causada pela observagdo a partir de diferentes posi¢des da 6rbita terrestre ao redor do
Sol. A paralaxe estelar constitui uma das principais evidéncias observacionais do movimento da Terra no sistema
heliocéntrico.
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construidos, capazes de medir angulos com precisdo sem precedentes de até um sexto de minuto
de arco em instrumentos fixos [54], ele ndo encontrou tal efeito. Isso o levou a duas possiveis
conclusdes: ou a Terra estava, de fato, imdvel, ou as estrelas estavam a uma distancia tdo vasta
que a paralaxe era pequena demais para ser medida. Embora a segunda opc¢do seja a correta, na
época ela parecia implausivel, e Tycho favoreceu a primeira, mantendo uma Terra estaciondria
[55].

Como solucdo, Tycho prop0s seu proprio sistema cosmoldgico, um modelo hibrido geo-
heliocéntrico®, conforme ilustrado na Fig. 2.6. Neste sistema, a Terra permanecia fixa no centro
do universo, com o Sol e a Lua orbitando-a. No entanto, os cinco planetas entdo conhecidos
(Mercurio, Vénus, Marte, Jupiter e Saturno) orbitavam o Sol. Este arranjo engenhoso preser-
vava as vantagens matemdticas do modelo de Copérnico para explicar o movimento retrégrado,
ao mesmo tempo que mantinha a Terra imével, em conformidade com a fisica aristotélica e as
Escrituras. Durante suas observagdes, um evento chave fortaleceu sua critica ao cosmos antigo:
a passagem de um grande cometa em 1577. Ao medir a paralaxe do cometa, Tycho demons-
trou que ele estava localizado muito além da 6rbita da Lua, estilhacando a nocao aristotélica de
esferas celestes perfeitas e imutdveis [56, 57].
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Figura 2.6: O sistema hibrido de Tycho Brahe buscava conciliar duas visées: por um lado, mantinha a
premissa do geocentrismo aristotélico, explicando por que os objetos caem em dire¢do a Terra; por outro,
incorporava a eficiéncia geométrica do modelo de Copérnico para justificar o movimento retrégrado dos
planetas. Fonte: Fer (1705) [58].

Embora o modelo de Tycho tenha sido um beco sem saida na histdria da cosmologia, seu

$Modelo cosmoldgico proposto por Tycho Brahe no final do século XVI, no qual a Terra permanecia imével no
centro do universo, enquanto o Sol e a Lua orbitavam a Terra, e os demais planetas orbitavam o Sol. Esse sistema
buscava conciliar as observagoes astrondmicas da época com a ausé€ncia observavel da paralaxe estelar e com a
tradi¢cdo cosmoldgica geocéntrica.
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legado duradouro nio foi sua teoria, mas a qualidade dos seus dados astrondmicos. Financiado
pelo rei Frederico II da Dinamarca, ele construiu o magnifico observatério de Uraniborg®, onde,
por mais de 20 anos, compilou 0 mais completo e preciso catdlogo de estrelas e posi¢des plane-
tarias ja visto. Esses dados, especialmente os da orbita de Marte, se tornariam a base empirica
indispensavel para que seu assistente, Johannes Kepler (1571-1630), finalmente decifrasse as
verdadeiras leis do movimento planetario [59].

Foi Johannes Kepler quem herdou esse tesouro de dados. Diferente de seu mentor,
Kepler nao era primariamente um observador, mas um matemaético genial e um tedrico profun-
damente convicto de que o cosmos era governado por uma harmonia geométrica divina. Em sua
obra de juventude, Mysterium Cosmographicum (1597) [60], ele ja havia tentado, sem sucesso,
relacionar as 6rbitas dos seis planetas conhecidos com os cinco sélidos platdnicos'® [61]. Ao
receber os dados de Tycho, ele encontrou a oportunidade de testar suas ideias com a mais pura
e precisa evidéncia empirica disponivel.

A tarefa designada por Tycho a Kepler foi monumental: decifrar a 6rbita de Marte.
Por anos, Kepler labutou sob o paradigma copernicano, tentando ajustar os dados a uma 6rbita
circular. Ele chegou a um modelo que previa as posicdes de Marte com um erro de apenas
oito minutos de arco. Para qualquer astronomo anterior, tal precisio seria um triunfo, e o erro
seria descartado como imprecisdo observacional. Mas Kepler, conhecendo o rigor de Tycho,
tomou a decisdo corajosa que mudaria a histéria da ciéncia: ele confiou nos dados. Ele postulou
que a discrepancia nao era um erro, mas uma verdade sobre a natureza. Esse humilde respeito
pela evidéncia o for¢ou a abandonar o dogma de 2.000 anos da perfeicdo circular e a buscar a
verdadeira forma da orbita [62].

Essa busca o levou a descoberta de que a 6rbita de Marte (e, por extensao, a de todos
os planetas) ndo era um circulo, mas uma elipse. Mais do que isso, Kepler foi o primeiro
a introduzir a fisica na astronomia, procurando uma causa dindmica para esses movimentos.
Ele teorizou que uma for¢a emanava do Sol, varrendo os planetas e fazendo com que suas
velocidades variassem: mais rdpidas quando préximos ao Sol (periélio) e mais lentas quando
distantes (afélio). Essas percepcdes foram a base de suas duas primeiras leis, publicadas em sua
obra-prima de 1609, Astronomia Nova [63]:

1. A Lei das Orbitas: Os planetas se movem em Orbitas elipticas, com o Sol ocupando um
dos focos.

2. A Lei das Areas: A linha que conecta um planeta ao Sol varre dreas iguais em intervalos
de tempo iguais. Esta lei captura matematicamente a variacdo da velocidade orbital do
planeta, uma consequéncia direta da “for¢ca” solar que Kepler imaginou.

Dez anos depois, em sua obra Harmonices Mundi [64], Kepler finalmente encontrou a
relacdo matematica que unificava todo o sistema solar em uma dnica e harmoniosa estrutura.
Sua terceira lei estabeleceu uma poderosa conexao entre a distancia de um planeta ao Sol e a
velocidade com que ele completa sua Orbita [65]:

Observatério astrondmico construido por Tycho Brahe em 1576 na ilha de Hven, financiado pelo rei Frederico
I da Dinamarca. Uraniborg tornou-se um dos mais importantes centros de observacio astrondmica da Europa antes
da invencdo do telescopio, sendo responsavel pela obtencdo de medicdes extremamente precisas dos movimentos
planetdrios e estelares.

'OCOnjunto de cinco poliedros regulares convexos — tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro —
caracterizados por possuirem faces congruentes formadas por poligonos regulares e 0 mesmo nimero de faces
encontrando-se em cada vértice. Na tradi¢do filosofica grega, especialmente em Platdo, esses s6lidos eram associ-
ados a harmonia e a estrutura fundamental do cosmos.
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3. A Lei dos Periodos (ou Lei Harmonica): O quadrado do periodo orbital de um planeta
(T') é diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior de sua 6rbita (a), ou seja,
T? < a®.

As leis de Kepler forneceram uma descricao cinemdtica completa e espantosamente pre-
cisa do sistema solar [66]. Elas representaram o triunfo definitivo da evidéncia empirica sobre o
dogma filos6fico e da matematica rigorosa sobre a especulacao [67]. No entanto, a causa dina-
mica por tras desses movimentos, a natureza da “forca” que os regia, permanecia um profundo
mistério, preparando o terreno para a sintese de Isaac Newton.

2.1.2 A sintese Newtoniana: a forca universal

Se as leis de Kepler descreveram a cinemadtica dos céus, coube a Isaac Newton (1643-
1727) fornecer a dindmica subjacente. A unificacdo da “fisica terrestre” e da “fisica celeste”
foi a sua genialidade, um processo de maturagdo intelectual que se estendeu por mais de duas
décadas e culminou em sua obra monumental, Philosophic Naturalis Principia Mathematica
(1687) [68].

A génese dessa unificacdo € frequentemente associada a famosa anedota da maca, que
teria ocorrido por volta de 1666, durante o periodo em que Newton se retirou para sua casa
em Woolsthorpe devido a peste. Conforme os relatos que o préprio Newton compartilhou em
sua velhice, o insight crucial ndo foi “descobrir” a gravidade, um termo ji conhecido desde a
antiguidade para descrever a tendéncia dos corpos de cair, mas sim conjeturar sobre sua univer-
salidade. Ao observar a queda da maca, ele se perguntou se a mesma for¢a que a puxava para o
chdo ndo poderia se estender muito além, até a orbita da Lua, sendo a causa que a impedia de
escapar em uma trajetoria retilinea [69], conforme o principio da inércia que ele estudara em
Descartes [70].

Essa ideia o levou a realizar um primeiro cdlculo quantitativo, o “teste da Lua”''. Par-
tindo da hipé6tese de que a forca da gravidade diminuiria com o inverso do quadrado da dis-
tancia, ele comparou a aceleragdo da Lua em sua orbita (interpretando seu movimento curvo
como uma “queda” continua em dire¢do a Terra) com a acelera¢do de um corpo na superficie
terrestre. Embora o resultado inicial ndo tenha sido perfeitamente concordante, possivelmente
pelo uso de um valor impreciso para o raio da Terra, o cdlculo demonstrou a viabilidade da
ideia. Na mesma €poca, utilizando a terceira lei de Kepler, ele também deduziu que a forca que
mantém os planetas em suas Orbitas deveria seguir essa mesma relacao do inverso do quadrado
da distancia [71].

Contudo, a formulacao final da Lei da Gravitacdo Universal exigiu um amadurecimento
conceitual significativo. Durante seus primeiros estudos, Newton ainda concebia a dindmica
orbital sob a influéncia cartesiana, como um equilibrio entre uma tendéncia centrifuga e uma
gravidade solar. Uma mudanga fundamental, segundo historiadores como I. Bernard Cohen
[72], foi estimulada pela sua correspondéncia com Robert Hooke (1679-1680), que o levou
a abandonar a ideia de equilibrio e adotar o conceito de uma tnica for¢a atrativa e central

211

10 “teste da Lua” consistiu em comparar a aceleraco necesséria para manter a Lua em sua 6rbita (calculada a
partir de seu periodo e distancia) com a acelerag@o da gravidade na superficie da Terra, ajustada pela lei do inverso
do quadrado da distancia. A concordancia dos valores validou a hipétese de que a mesma forca atuava em ambos
0S Casos.
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(centripeta) que continuamente desvia o planeta de sua trajetéria inercial [73]. Foi esse novo
paradigma dindmico que permitiu a Newton dar um significado fisico as leis de Kepler [74].

No Principia, Newton rompeu definitivamente com a separagao aristotélica, postulando
que quaisquer dois corpos no universo se atraem mutuamente, conforme representado na Fig.
2.7. Matematicamente, a intensidade desta forca, F,, € expressa como:

mime

F,=G 2.1)

r 7
onde m; € my sdo as massas dos corpos, r € a distdncia entre seus centros de massa, e G € a
constante de gravitacdo universal. O valor de (G, determinado experimentalmente, é extrema-
mente pequeno, o que explica por que a forga gravitacional s6 € significativa para corpos de
grande massa, como planetas e estrelas. O valor atualmente recomendado pelo Committee on
Data for Science and Technology (CODATA) é [75]:

G = 6.67430(15) x 10 "'m’kg s 72 (2.2)

Sendo uma grandeza vetorial, a for¢ca de atracdo que o corpo 2 exerce sobre o corpo 1,

denotada por Fi, pode ser escrita de forma mais completa:
ﬁlg - —Gw TA12, (23)

T12

onde r é a magnitude da distincia (|77 — r3|) e 712 € o vetor unitdrio que aponta do corpo 1
para o corpo 2 conforme ilustrado no Fig. 2.7. O sinal negativo indica a natureza atrativa da
forca, que age sempre na dire¢do oposta ao vetor de posi¢do relativa. De acordo com a Terceira
Lei de Newton (agdo e reag¢do) [76], a for¢a que o corpo 1 exerce sobre o corpo 2, Fy, é igual

em moddulo e oposta em sentido, ou seja, Fo; = —Fl».
r12
mZ
F,
m

1

Figura 2.7: Tlustracdo da for¢a de atracdo gravitacional exercida no corpo de massa m; devido a presenca
de um corpo com massa msy. O vetor 715 esta orientado na direcdo que une os dois corpos, no sentido do
corpo 2 para o corpo 1.

O maior triunfo da lei da gravitacdo de Newton foi sua capacidade de, quando combi-
nada com suas trés leis do movimento, derivar matematicamente as leis empiricas de Kepler
a partir de primeiros principios. Isso demonstrou que as Orbitas elipticas, a variagdo de velo-
cidade dos planetas e a relacio entre periodo e distancia ndo eram meras coincidéncias, mas
consequéncias diretas de uma unica lei universal. Isso ndo apenas explicou as leis de Kepler,
mas lhes conferiu um status de certeza que ndo possuiam anteriormente na comunidade cienti-
fica [77].
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O paradigma newtoniano representou uma profunda transformacdo na ciéncia ao forne-
cer uma estrutura matemadtica capaz de descrever e prever com grande precisdo o movimento
dos corpos celestes. Um dos exemplos mais conhecidos desse poder preditivo foi a descoberta
do planeta Netuno, em 1846, motivada pela andlise das perturbacdes observadas na Orbita de
Urano [78]. Esse episodio tornou-se um marco na histéria da Astronomia por demonstrar a
capacidade da mecanica newtoniana de indicar a existéncia de corpos ainda ndo observados
diretamente.

Entretanto, a interpretacao histérica desse evento nao € consensual. Alguns autores argu-
mentam que a concordancia entre as previsoes tedricas e a posi¢do observada de Netuno foi, em
parte, favorecida por circunstancias especificas e ndo exclusivamente pelo sucesso dos célculos
realizados. Entre esses autores, Peirce [79] sustentou que a descoberta envolveu um compo-
nente de coincidéncia favordvel, ao analisar as hipéteses empregadas nos cdlculos orbitais da
época.

Apesar desse debate historico, a teoria da gravitacdo de Newton permaneceu, por mais
de dois séculos, como a principal descricdo dos fendmenos gravitacionais. Ainda hoje, constitui
uma ferramenta fundamental para inimeras aplicagdes praticas, incluindo a determinacdo de
Orbitas de satélites artificiais, missdes espaciais e problemas de engenharia aeroespacial [80].

2.1.3 A revolucao Einsteiniana e fronteiras modernas

No inicio do século XX, apesar do merecido sucesso da teoria de Newton, algumas fis-
suras em seu alicerce comecavam a aparecer. Duas questdes principais se destacavam: uma ob-
servacional, a precessdo andmala do periélio de Merctrio'? (um pequeno desvio em sua 6rbita
que a mecanica newtoniana nao conseguia justificar) [81], e outra tedrica, a incompatibilidade
da acdo instantanea a distancia com a recém-formulada Teoria da Relatividade Especial (1905)
[82]. Para Newton, a gravidade se propagava instantaneamente; se o Sol desaparecesse, a Terra
sentiria o efeito no mesmo instante. Para Einstein, nada poderia viajar mais rdpido que a luz
[83]. Essa contradi¢do fundamental levou Albert Einstein (1879-1955) a uma reconceituali-
zacdo completa da gravidade. Em 1915, ele apresentou ao mundo sua Teoria da Relatividade
Geral [84].

Nesta nova visdo, a gravidade nao é uma forca no sentido tradicional, mas uma mani-
festacdo da curvatura do tecido do espaco-tempo, causada pela presenca de massa e energia. A
analogia cléssica € a de uma bola de boliche (representando um corpo massivo) colocada sobre
um lencol esticado (representando o espago-tempo), que cria uma depressdo na qual objetos
menores, como bolas de gude, t€m suas trajetorias desviadas — elas “orbitam” a depressdo. A
matéria dita a geometria do espaco, e essa geometria dita o movimento da matéria. A teoria é
encapsulada matematicamente nas Equacdes de Campo de Einstein, que relacionam a geome-
tria do espaco-tempo (através do tensor de curvatura de Einstein, () a distribui¢do de matéria
e energia (através do tensor de energia-momento, 7},,). A famosa maxima de John Archibald
Wheeler resume a esséncia da teoria: “O espago-tempo diz a matéria como se mover; a matéria
diz ao espaco-tempo como se curvar” [85].

120 periélio é o ponto da 6rbita de um planeta mais préximo do Sol. A teoria de Newton previa que a érbita
de Merctrio giraria (precessio) lentamente devido a influéncia de outros planetas, mas as observa¢des mostravam
um pequeno desvio de 43 segundos de arco por século em relagdo a essa previsdo, uma anomalia que permaneceu
inexplicada até a Relatividade Geral.
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A Relatividade Geral ndo s6 explicou com perfeicdo a anomalia da 6rbita de Mercurio,
mas também previu fendmenos inéditos. Dois deles foram cruciais para sua aceitacao:

1. A deflexdo da luz por corpos massivos, confirmada pela expedicao de Arthur Edding-
ton e equipes durante o eclipse solar total de 29 de maio de 1919. As observacdes, realizadas
em Sobral, no Ceara (Brasil), e na Ilha do Principe [86, 87], foram decisivas para corroborar a
teoria de Einstein e tornd-lo uma celebridade mundial.

2. A existéncia de buracos negros, regides do espago-tempo com uma curvatura tao
extrema que nada, nem mesmo a luz, pode escapar [88].

As previsoes da Relatividade Geral continuaram a ser confirmadas com precisao cres-
cente. Um exemplo cotidiano de sua validade é o Sistema de Posicionamento Global (GPS),
que ndo funcionaria sem as correcoes relativisticas para a passagem do tempo nos satélites em
orbita [89]. Em 14 de setembro de 2015, a colaboragdao LIGO/Virgo detectou diretamente ondas
gravitacionais — ondula¢des no tecido do espaco-tempo — geradas pela fusao de dois buracos
negros a mais de um bilhdo de anos-luz de distincia. Esta descoberta, publicada na Physical
Review Letters em 2016 [90], inaugurou uma nova era na astronomia, permitindo-nos “ouvir’” os
eventos mais violentos do cosmos. Mais recentemente, em 2019, a colabora¢dao Event Horizon
Telescope (EHT) capturou a primeira imagem da “sombra” de um buraco negro supermassivo
no centro da galdxia M87', fornecendo uma prova visual direta da existéncia desses objetos
previstos por Einstein [91].

Apesar desses triunfos, a histéria da gravitagdo ndo estd terminada. A Relatividade
Geral € uma teoria classica e € incompativel com a outra grande teoria da fisica moderna, a
Mecanica Quantica. A busca por uma teoria da gravidade quantica, que unifique esses dois
pilares e descreva a gravidade em escalas de energia extremas (como no centro de um buraco
negro ou nos instantes iniciais do Big Bang), € o maior desafio em aberto da fisica fundamental.
Teorias candidatas, como a Teoria das Cordas (que postula que as particulas fundamentais sdao
vibracOes de cordas em dimensdes extras) e a Gravidade Quéntica em Loop (que propde que o
proprio espaco-tempo € granulado ou “quantizado”), representam a fronteira atual desta longa
e fascinante jornada cientifica [92].

2.2 0 PROBLEMA DE N-CORPOS E O PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Ja sabemos como a for¢a da gravidade se comporta quando temos apenas dois corpos.
Como ficaria quando um certo corpo de massa m; estd na presenga de outros dois corpos, de
massas msy € ms?

A interagdo gravitacional € uma for¢a que age entre pares de corpos. Nesse caso, 0 corpo
1 (de massa m) sente de forma independente cada uma das forcas exercidas pelos corpos 2 e 3.
A forga resultante € a soma vetorial das duas forcas. Esse é o chamado principio da superposi¢ao
[93]. Generalizando para um objeto na presenga de outros N objetos, escrevemos

Fr=F +Fy+Fy+---+ Fy, (2.4)

ou, de forma sintética,

13 A Messier 87 (M87) é uma galdxia eliptica gigante situada a uma distancia de 16,8 4 0,8 Mpc da Terra. E
conhecida por seu jato relativistico e por abrigar um buraco negro supermassivo central com massa estimada em
M = (6,5+0,7) x 10°Mg [91].
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N
=2 Fi. (2.5)

2.2.1 O problema dos trés corpos e a natureza caética

Enquanto o problema de dois corpos, sob a gravitacdo newtoniana, possui uma solucao
analitica exata que descreve Orbitas cOnicas (elipses, pardbolas ou hipérboles) [94], 0 mesmo
nao ocorre quando um terceiro corpo € introduzido. O Problema dos Trés Corpos consiste em
determinar o movimento de trés corpos celestes, considerando apenas sua intera¢do gravitacio-
nal mutua, a partir de suas posi¢des e velocidades iniciais.

A complexidade surge do fato de que as equagdes de movimento para cada corpo depen-
dem, a todo instante, da posicao dos outros dois. Isso cria um sistema de equagdes diferenciais
acopladas e ndo-lineares que nao possui uma solucao geral em forma fechada [35]. No final do
século XIX, o matematico Henri Poincaré, ao estudar este problema, descobriu que o sistema
exibe uma dependéncia sensivel as condi¢des iniciais, uma caracteristica fundamental dos sis-
temas cadticos [95]. Isso significa que uma alteragdo infima na posi¢ao ou velocidade inicial de
um dos corpos pode levar a trajetdrias drasticamente diferentes em um tempo futuro [96].

A auséncia de uma solugdo analitica torna a simulagdo numérica, como a desenvolvida
neste trabalho, a tnica ferramenta vidvel para explorar a rica e complexa dinamica do sistema
de trés corpos, que pode resultar em Orbitas estdveis, trocas de parceiros orbitais ou a ejecio de
um dos corpos do sistema [97].

2.2.2 O principio da superposi¢cao na gravitaciao

Matematicamente, em um sistema de N corpos, a for¢a resultante ﬁes,i sobre o 7-ésimo
corpo é:

Fesi=Ficj+ Ficg+-- =) _ Ficj. (2.6)

J#i

Esta equagdo é a base para o cdlculo da aceleracdo a@; na equacdo 4.2. Na implementacdo da
simulacdo, a cada passo de tempo, o “motor de fisica” itera sobre cada corpo e, para cada um
deles, calcula a soma vetorial das for¢as exercidas por todos os outros corpos. Apenas apds a
determinacdo dessa forca resultante € que o método de Runge-Kutta é aplicado para calcular
a evolugdo da posicdo e da velocidade. A correta aplicacdo do principio da superposi¢do &,
portanto, fundamental para a validade fisica da simulagao.

O objetivo desta secdo € derivar as equacdes diferenciais (equagdes do movimento) que
regem o movimento de cada um dos objetos em um sistema de trés corpos. Esse tipo de pro-
blema ndo tem solu¢do analitica exata, mas € possivel resolver numericamente (de forma apro-
ximada) usando o processamento computacional.

O sistema de trés corpos estd apresentado na Fig. 2.8. Basicamente, para chegar nas
equagdes do movimento, precisamos aplicar a segunda lei de Newton para cada um dos trés
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corpos. Escrevemos entdo

FE = mm 2.7)
FR = myi (2.8)
FR = myr (2.9)

Nas equagdes acima, F, m;, e 7 sdo a forga resultante agindo no k-ésimo corpo, € my, € 7,
s30 suas massas e seus vetores posi¢ao no espago tridimensional, respectivamente.

m,

Figura 2.8: Ilustracdo da forga de atracdo gravitacional exercida no corpo de massa m; devido a presenca
de um corpo com massa my e de um corpo com massa ms. O vetor 7o estd orientado na dire¢do que une
o corpo de massa m, com ms no sentido do corpo 2 para o corpo 1, valendo o mesmo para o vetor 771 3.

Pelo principio da superposi¢do, cada uma das forcas resultantes das equagcdes acima é
uma soma vetorial das forcas exercidas pelos outros dois corpos no terceiro corpo. Por exemplo,
a forca resultante no corpo 1 é dada por

Fl=F,+ Fy (2.10)

Uma forma de chegar nas equag¢des do movimento para cada uma das trés componentes
(z, y e z) de cada um dos corpos € decompor as for¢as nessas trés componentes. Ou seja, a
equacgdo acima resulta nas seguintes equagoes:

(F, = maiy 2.11)
(Ff, = miii (2.12)
(F, = miz, (2.13)

onde (F?), é a p-ésima componente da forga resultante no corpo 1. O procedimento para os
outros corpos € andlogo, de forma que chegamos em

(Fe = maiy (2.14)
(Fyhy = maijs (2.15)
(F). = mak (2.16)
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(FfYe = mais 2.17)
(F3)y, = maijs (2.18)
(Ff)., = ma%s (2.19)

2.3 FUNDAMENTACAO PEDAGOGICA: O USO DE SIMULACOES E A BNCC

O desenvolvimento de uma ferramenta tecnoldgica para a educa¢do, como a proposta
neste trabalho, supera o desafio técnico e deve ser firmemente ancorado em principios pedagé-
gicos que justifiquem seu uso em sala de aula [98]. Esta secdo discute o papel dos simuladores
como instrumentos para uma aprendizagem ativa e investigativa [99], seu alinhamento com a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e como a plataforma SimuFisica® materializa esses
conceitos no contexto brasileiro.

2.3.1 Simulac¢oes como ferramentas para a aprendizagem ativa

A utilizacdo de simulagdes computacionais no ensino de Fisica representa uma ruptura
com o modelo tradicional de transmissdo de conhecimento. Em vez de serem receptores passi-
vos de informacao, os estudantes se tornam agentes ativos na constru¢ao do seu proprio enten-
dimento. Esta abordagem se alinha com teorias construtivistas da aprendizagem, que postulam
que o conhecimento € construido através da interacao do individuo com o mundo [100].

Simuladores como os da plataforma SimuFisica® sdo particularmente eficazes por per-
mitirem:

* A visualizacao do invisivel: Conceitos fundamentais da Fisica, como forcas, campos
e trajetérias complexas, s@o abstratos e de dificil visualizacdo. As simulagdes tornam
esses elementos concretos e manipuldveis, auxiliando na criacdo de modelos mentais mais
acurados [101].

* A experimentacio segura e ilimitada: Os estudantes podem realizar “experimentos”
que seriam impossiveis, perigosos ou caros em um laboratério de verdade. Eles podem
explorar cendrios extremos, como a colisdo de corpos celestes ou o comportamento da
matéria em condigdes ideais (ex: sem atrito), sem qualquer obsticulo [102].

* A aprendizagem por descoberta e investigacao: O cardter interativo das simulagdes in-
centiva a formulagdo de hipéteses. O estudante pode se perguntar “O que acontece se eu
dobrar a massa deste corpo?” ou “Qual velocidade inicial é necessdria para que este pla-
neta entre em Orbita?”. Ao testar essas perguntas e observar os resultados imediatamente,
o estudante engaja em um ciclo de investigacdo cientifica auténtica [103].
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2.3.2 O papel das simulacdes interativas no ensino de fisica

A integracdo de tecnologias digitais no processo de ensino-aprendizagem € uma diretriz
fundamental para a educacdo contemporanea. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
nesse sentido, incentiva a incorporag@o de recursos tecnoldgicos, como as simulagdes compu-
tacionais, como meio para superar desafios pedagdgicos e construir uma aprendizagem mais
dinamica e significativa para os estudantes.

No cendrio internacional, um vasto ecossistema de plataformas se consolidou, ofere-
cendo laboratdrios virtuais que permitem a exploracdo de fendmenos fisicos. Destacam-se o
PhET Interactive Simulations [104], conhecido por sua abordagem investigativa, € 0 GeoGe-
bra [105], que integra geometria, dlgebra e cdlculo de forma interativa. Outras ferramentas
como Algodoo [106], The Physics Classroom [107] e Open Source Physics (OSP) [108] tam-
bém fornecem recursos robustos para a visualizagdo de conceitos. No Brasil, iniciativas como
o Laboratério Virtual de Fisica da UFC [109] demonstram o investimento nacional na drea. E
nesse contexto de inovagdo que se insere a plataforma SimuFisica® [4], um ambiente virtual
focado nas necessidades do ensino de Fisica no Ensino Médio e Superior do pais.

Dentre os diversos temas da Fisica, o ensino da Gravitacdo Universal apresenta desafios
pedagdgicos notdveis, dada a sua natureza abstrata e a dificuldade em visualizar as interacdes
multiparticulas no espaco tridimensional. Pesquisas corroboram que o uso de simulacdes €
particularmente eficaz na abordagem de temas que envolvem campos e interagdes a distancia,
como 0s campos gravitacionais, elétricos e magnéticos [110].

2.3.3 Vantagens das simulacoes 3D no ensino de gravitacio

A utilizacao de simulacdes tridimensionais no ensino de Fisica tem se consolidado como
uma estratégia didatica particularmente eficaz para a compreensao de fendmenos cuja natureza
¢ essencialmente espacial. No caso especifico da gravitacdo, essa abordagem apresenta vanta-
gens pedagdgicas significativas em relac@o as representacdes bidimensionais tradicionais, uma
vez que os sistemas gravitacionais envolvem movimento orbital, profundidade, orientacdo espa-
cial, vetores posicao e interacdes simultdneas entre multiplos corpos distribuidos em diferentes
planos.

Estudos comparativos entre midias 2D e 3D evidenciam que ambientes tridimensionais
favorecem o desenvolvimento da visualizag¢do espacial, da rotacdo mental e da construgdo de
modelos cognitivos mais robustos, contribuindo para uma aprendizagem conceitual mais pré-
xima da realidade. Recursos 3D apresentam maior eficidcia no aprimoramento das habilidades
espaciais dos estudantes, aspecto essencial para a compreensdo de fendmenos astronOomicos e
gravitacionais [111].

No ensino de gravitacdo, a superioridade das simula¢des 3D torna-se ainda mais evi-
dente, pois a prépria interacdo gravitacional depende da distincia espacial entre os corpos,
expressa classicamente em trés dimensdes. Enquanto representagdes bidimensionais limitam a
percepg¢ao de profundidade e tendem a reduzir a complexidade do fendmeno a um plano cartesi-
ano, a modelagem tridimensional permite ao estudante explorar orbitas inclinadas, perturbacdes
gravitacionais, planos orbitais distintos e comportamentos cadticos, especialmente no contexto
do problema dos trés corpos.
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Além da fidelidade fisica, a simulagcdo 3D favorece uma postura investigativa por parte
do estudante, que pode manipular varidveis como massa, posi¢ao inicial e velocidade, observar
diferentes perspectivas do sistema e formular hipdteses sobre a evolugdo dindmica das Orbitas.
Essa possibilidade de interacao fortalece principios das metodologias ativas, promovendo maior
engajamento, autonomia intelectual e aprendizagem significativa.

Outro aspecto central reside na aproximacao entre a representacdo diddtica e a realidade
dos sistemas celestes. Embora as 6rbitas dos planetas do Sistema Solar apresentem relativa
coplanaridade'®, elas ndo sdo rigorosamente planas. Dados da NASA demonstram que essas
inclinacdes orbitais variam desde aproximadamente 0,77°, no caso de Urano, até 7,00° em Mer-
curio, enquanto Plutdo apresenta uma inclinacdo significativamente maior, da ordem de 17,16°
[112]. Esses valores evidenciam que mesmo sistemas considerados quase coplanares possuem
natureza tridimensional, reforcando a limitagdo conceitual de representacdes exclusivamente
bidimensionais.

Tabela 2.1: Inclinagio orbital dos planetas do Sistema Solar em relagdo ao plano da ecliptica

Planeta Inclinacéao (°)

Mercurio 7,00
Vénus 3,39
Terra 0,00
Marte 1,85
Jupiter 1,30
Saturno 2,49
Urano 0,77
Netuno 1,77
Plutao 17,16

Fonte: NASA Planet Compare [112].

A Tabela 2.1 reforca que os corpos celestes ndo se movem em um plano rigorosamente
unico, mas em um espaco tridimensional no qual pequenas inclinagdes ja sdo suficientes para
alterar significativamente a percepg¢ao espacial das 6rbitas. Sob essa perspectiva, as simulagdes
3D ndo representam apenas um aprimoramento visual em relag@o as simula¢des 2D, mas uma
representacdo epistemologicamente mais fiel do fendmeno fisico estudado.

Nesse contexto, as simulagdes tridimensionais transcendem a funcdo meramente ilustra-
tiva e consolidam-se como instrumentos pedagdgicos capazes de integrar visualizac¢do, experi-
mentacdo e modelagem computacional. Para o ensino da gravitagio, essa abordagem representa
uma evolu¢do metodoldgica significativa, pois aproxima o estudante do comportamento real dos
sistemas fisicos, potencializando a compreensdo de conceitos complexos como for¢a gravita-
cional, conservacdo do momento angular, 6rbitas elipticas, perturbacdes orbitais e dindmica
cadtica.

14Diz-se que um conjunto de corpos é coplanar quando suas drbitas estio contidas, total ou aproximadamente,
em um mesmo plano geométrico. No Sistema Solar, os planetas apresentam pequenas inclina¢des orbitais em
relagdo ao plano da ecliptica, sendo frequentemente considerados aproximadamente coplanares para fins de mode-
lagem e simulacio.
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3 O ECOSSISTEMA SIMUFISICA® E SEU VALOR PEDAGOGICO

3.1 O SIMUFISICA®: HISTORICO E PUBLICACOES ASSOCIADAS

O SimuFisica® se propde a tornar o ensino de fisica mais interativo e eficaz, dispo-
nibilizando um portfélio de simulagdes que cobrem diversas dreas da fisica, como mecéanica,
termologia, 6ptica, ondulatéria e eletromagnetismo. Na Fig. 3.1 podemos visualizar a inter-
face da plataforma. Desenvolvida com tecnologias web como HTMLS5, JavaScript' e PHP?, a
plataforma garante ampla acessibilidade, funcionando diretamente no navegador em diversos
dispositivos (computadores, tablets € smartphones) sem a necessidade de instalacdo de plugins
ou softwares adicionais.

A consolidacdo e valida¢do académica de suas aplicagdes ocorreram por meio de uma
série de publicacdes em periddicos especializados e servidores de preprints®. Esta secio de-
talha os principais aplicativos da plataforma que foram objeto dessas publica¢des, abrangendo
areas como eletromagnetismo, mecanica e termodinamica, e destacando tanto simuladores de
fendmenos fisicos quanto ferramentas de andlise experimental em tempo real.

3.1.1 Motor elétrico — SimuFisica®: um aplicativo para o ensino de eletromagnetismo

O ensino de eletromagnetismo pode ser otimizado com o uso de simulacdes interativas
que demonstrem a aplica¢do de conceitos tedricos de forma didética e visual. Nesse contexto,
foi desenvolvido o “Motor elétrico”, um aplicativo de simulagio da plataforma SimuFisica®
projetado para ser utilizado em salas de aula dos ensinos médio e superior [113].

O aplicativo consiste em um simulador de motor elétrico de corrente continua, que apre-
senta uma bobina com espiras retangulares imersa em um campo magnético uniforme gerado
por um par de imas, como pode ser visto na Fig. 3.2. Uma das principais vantagens do si-
mulador € a interatividade, que o diferencia de videos e animacdes. Ele permite ao usudrio
configurar uma variedade de parametros e condi¢des iniciais, como a tensdo da fonte, a inten-
sidade do campo magnético, o niimero de espiras e a massa da bobina e de forma investigativa
analisar como o simulador reage.

'HTMLS (HyperText Markup Language 5) é a linguagem de marcaciio usada para estruturar o contetido de uma
pagina web (titulos, pardgrafos, etc.), enquanto JavaScript € a linguagem de programacgdo que permite adicionar
interatividade e l6gica a essa pagina. Juntas, elas formam a base para a criagdo de aplicacdes web complexas e
interativas, como as simulagdes da plataforma.

2PHP (um acrdnimo recursivo para PHP: Hypertext Preprocessor) é uma linguagem de script de cédigo aberto
amplamente utilizada no desenvolvimento web. Diferente do JavaScript, que é executado no lado do cliente (nave-
gador), o PHP ¢ processado no lado do servidor, sendo responsavel por tarefas como a comunicagdo com bancos
de dados, processamento de formuldrios e geracdo dindmica de conteido HTML.

3Servidores de preprints sdo repositérios digitais de acesso aberto onde pesquisadores disponibilizam versoes
preliminares de seus artigos cientificos antes de serem submetidos ou publicados em periddicos com revisdo por
pares (peer review). Essas plataformas permitem a disseminagfo rdpida de resultados de pesquisa e o estabele-
cimento de prioridade intelectual sobre novas descobertas. No campo da Fisica, o repositério arXiv.org, mantido
pela Cornell University, € a plataforma mais consolidada e utilizada mundialmente.
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Figura 3.1: Interface da plataforma SimuFisica®, ferramenta educacional interativa que retine diversas
simula¢des computacionais e laboratérios virtuais para o ensino de Fisica no ensino médio e superior. A
versdo apresentada (2.1.2, de 17/05/2025) foi desenvolvida por colaboradores da Universidade Federal de
Rondo6nia (UNIR), com apoio de agéncias como CNPq, FAPERO e UNIR.
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Figura 3.2: Interface do aplicativo Motor Elétrico, exibindo os imds, a bobina e os veto-
res de forca magnética (setas vermelhas) e campo magnético (setas verdes). Link para acesso:
https://simufisica.com/simulacoes/motor-eletrico/.

A simulacdo € regida por um sistema de equagdes diferenciais ordindrias que descrevem
a dinamica do motor. O torque que impulsiona a rotagdo da bobina é gerado pelas forcas magné-
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ticas que atuam nos lados das espiras. O médulo desse torque € dado por 7 = iN Ly Ly Bsin 6,
onde i € a corrente, N o nimero de espiras, L; € L, as dimensdes da espira, B o campo magné-
tico e 6 o angulo entre o vetor normal ao plano da bobina e B. O aplicativo também considera
a forga eletromotriz induzida pela Lei de Faraday. Para simplificar o cdlculo e garantir o bom
funcionamento em dispositivos com menor capacidade de processamento.

O uso do aplicativo em ambiente educacional € justificado por sua capacidade de fa-
cilitar a compreensdo de conceitos abstratos de forma interativa. A ferramenta estd alinhada
as competéncias da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio, que pre-
veem a compreensao do funcionamento de motores elétricos e o uso de aplicativos digitais no
processo de aprendizagem. No Ensino Superior, pode ser utilizado para aprofundar conceitos
como forca magnética, lei de Faraday e dipolo magnético [113].

3.1.2 O simulador conservagio de energia mecénica — SimuFisica®

O principio da conservacdo da energia mecanica € um dos tépicos da Fisica cujo ensino
pode ser significativamente enriquecido com o apoio de recursos didaticos interativos. Alinhado
a essa necessidade e as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que incenti-
vam o uso de simulagdes computacionais, a plataforma SimuFisica® disponibiliza o aplicativo
Conservacgado de Energia Mecanica [14, 114], mostrado na Fig. 3.3.

Este simulador foi projetado para ilustrar as transformagdes entre as energias cinética,
potencial gravitacional e potencial elastica. A ferramenta simula o deslocamento de um objeto
puntiforme ao longo de uma trajetdria unidimensional com diferentes niveis de altura, permi-
tindo a andlise de como a energia se transforma e se conserva.

O simulador € configurdvel, permitindo ao usudrio ajustar pardmetros como as alturas
ao longo da trajetdria, a massa do objeto, a velocidade inicial, a constante eldstica de uma mola
e até mesmo o coeficiente de atrito em um trecho especifico. Em tempo real, o aplicativo exibe
a velocidade e a altura do objeto, além de um grafico de barras que representa as diferentes
formas de energia e a energia mecanica total, facilitando a compreensao intuitiva dos principios
fisicos envolvidos.

Para agilizar o uso em sala de aula, o aplicativo conta com configura¢des pré-montadas,
através do botdo “Exemplos”, que ilustram cendrios como “Vale com atrito” e “Descida com
mola”. A ferramenta se destaca como um software com grande potencial para apoiar a re-
solucdo de problemas e a visualizagdo de fendmenos abstratos relacionados a conservacao de
energia mecanica [114]. As equacdes diferenciais que regem dindmica do simulador podem ser
encontradas no apéndice da Ref. [115].

3.1.3 Explorando trocas de calor com o simulador de calorimetria — SimuFisica®

O aplicativo Calorimetria ¢ um simulador interativo projetado para o ensino de processos
de trocas de calor, sendo aplicdvel tanto no ensino médio quanto nos anos iniciais da graduagao.
Esta ferramenta (Fig. 3.4) possibilita a exploracdo dinamica e audiovisual de fendmenos como o
aquecimento de liquidos e o estabelecimento do equilibrio térmico. H4 dois modos de operagdo
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Figura 3.3: Interface do aplicativo Conservagio de Energia Mecanica da plataforma SimuFisica®, desen-
volvido para auxiliar o ensino da conservacdo da energia mecinica. O simulador permite visualizar, em
tempo real, as transformagdes entre energia cinética, potencial gravitacional e potencial eldstica, além de
possibilitar a configuracdo de pardmetros fisicos e a andlise grafica das energias do sistema. Acesso dispo-
nivel em: https://simufisica.com/simulacoes/conservacao—energia-mecanica/.

principais: Aquecimento e Equilibrio Térmico. No modo de Aquecimento, o usudrio pode
observar a transferéncia de energia para um liquido aquecido por uma chama com poténcia
ajustdvel, configurando parametros como massa, calor especifico e calor latente de vaporizagao.
O segundo modo simula a imersdo de uma esfera metalica aquecida em um liquido mais frio,
permitindo analisar a troca de calor até que o equilibrio térmico seja alcancado [116].

A fisica implementada no simulador € baseada nas equagdes de calor sensivel () =
mcAT), calor latente de vaporizacdo (() = mlL) e na lei de resfriamento de Newton, que
descreve a evolugdo térmica do sistema. Essa fundamentagao tedrica garante a fidelidade das
representacdes, permitindo que os estudantes comparem resultados de célculos analiticos com
os dados gerados pela simulagcdo, como demonstrado pelos exemplos de aplicagdo presentes no
artigo.

Recursos pedagdgicos como gréficos da evolugdao temporal das temperaturas, efeitos
sonoros e configuracdes predefinidas (por exemplo, “Aquecimento de Etanol”) enriquecem a
experiéncia de aprendizagem e promovem o engajamento. A ferramenta se mostra, portanto,
um recurso valioso para apoiar a instru¢do conceitual e para o desenvolvimento de atividades
investigativas, alinhando-se as modernas abordagens do ensino de ciéncias [116].

3.1.4 Péndulo filmado - SimuFisica®: uma ferramenta para medicdes em tempo real

O estudo de péndulos € fundamental no ensino de fisica, mas muitos estudantes apre-
sentam dificuldade em conectar o movimento fisico observado com suas representagdes graficas
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Figura 3.4: Interface do simulador Calorimetria da plataforma SimuFisica®, configurado no modo Aque-

cimento. O aplicativo permite visualizar processos de transferéncia de calor, incluindo aquecimento de
liquidos e equilibrio térmico, por meio da configuragcdo de parametros fisicos e da andlise grafica da evolu-
¢do térmica do sistema. Acesso disponivel em: https://simufisica.com/en/calorimetry/.

abstratas. Para fechar essa lacuna, foi incluido na plataforma SimuFisica® o aplicativo Péndulo
Filmado, ferramenta baseada em visdo computacional* que permite a medi¢do em tempo real
do movimento oscilatério de um péndulo [3].

O aplicativo funciona diretamente no navegador em computadores, fablets e smartpho-
nes, utilizando a camera do dispositivo para capturar e analisar o movimento. Desenvolvida com
a biblioteca OpenCVjs°, a aplica¢do detecta automaticamente a posi¢io do péndulo e exibe, em
tempo real, o grafico do angulo em fun¢do do tempo, além de estimativas do periodo de oscila-
cao (ver Fig. 3.5). Essa abordagem em tempo real representa uma vantagem sobre ferramentas
tradicionais de videoandlise, que geralmente exigem uma andlise manual quadro a quadro apds
a gravacao.

O aplicativo demonstra a eficidcia da aplicacdo em diversos contextos experimentais,
como a medic¢do do periodo, a determinagdo da aceleracdo da gravidade e a andlise de oscilagdes
amortecidas, com resultados que mostram excelente concordancia com as previsoes tedricas [3].

*Visdo Computacional é um campo da inteligéncia artificial que treina computadores para interpretar e com-
preender o mundo visual. Usando imagens digitais de cAmeras e videos, as maquinas podem identificar e processar
objetos com precisdo — neste caso, a posi¢ao do péndulo.

3OpenCV,js é uma biblioteca de visio computacional para JavaScript, compilada diretamente do cédigo-fonte
original em C++ da OpenCV através do Emscripten para o formato WebAssembly (Wasm). Esta abordagem permite
a execucdo de algoritmos com performance préxima a nativa no navegador, sendo uma ferramenta poderosa para
aplicacdes web que exigem andlise de video em tempo real, realidade aumentada ou processamento de imagem
interativo no lado do cliente.
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Figura 3.5: Interface do aplicativo Péndulo Filmado da plataforma SimuFisica® em execu¢io em

um smartphone. A aplicacdo utiliza visdo computacional para detectar automaticamente 0 movimento
do péndulo e exibir, em tempo real, o grifico do dngulo em funcdo do tempo, além de estimati-
vas do periodo de oscilacdo. Acesso disponivel em: https://simufisica.com/simulacoes/
pendulo-filmado/.

3.2 RELEVANCIA NO CONTEXTO EDUCACIONAL BRASILEIRO

A relevancia da plataforma SimuFisica® se manifesta em miiltiplos niveis, especial-
mente ao considerarmos os desafios da educagdo no Brasil.

* Alinhamento curricular e linguistico: Diferentemente de muitas plataformas interna-
cionais que sdo apenas traduzidas, o SimuFisica® foi concebido por e para o contexto
brasileiro. Seu contetido, exemplos e linguagem dialogam diretamente com a realidade
de estudantes e professores do pais, bem como com as competéncias e habilidades preco-
nizadas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

* Democratizacao do acesso a laboratdrios: Em um cendrio onde muitas escolas publicas
carecem de laboratérios de fisica bem equipados, a plataforma funciona como um labora-
tério virtual. Ela permite que estudantes realizem experimentos e simulagdes, manipulem
variadveis e visualizem fendmenos fisicos que, de outra forma, seriam restritos a abstracdo
tedrica do quadro e do livro didético. Este aspecto € fundamental para a democratiza¢ao
de uma educacdo cientifica mais pratica e investigativa.

* Recurso para formacao de professores: Além de ser uma ferramenta para o estudante,
a plataforma serve como um recurso para a formagao inicial e continuada de professores
de Fisica, que podem explorar novas abordagens didéticas e metodologias ativas baseadas
em simulacao.

No cendrio mundial, enquanto plataformas como PhET [104] estabeleceram o padrao
para simulagdes interativas, o SimuFisica® se destaca por seu foco regionalizado, demonstrando
que o Brasil pode desenvolver suas préprias tecnologias educacionais adaptadas para atender
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a necessidades curriculares e culturais especificas, um movimento crescente na comunidade
global de EdTech®.

3.3 O SIMULADOR GRAVITACAO 3D NO ECOSSISTEMA SIMUFISICA®

O desenvolvimento da simula¢do do problema de trés corpos, tema deste trabalho, foi
planejado especificamente para agregar valor e expandir as fronteiras da plataforma SimuFisica®
de maneiras significativas:

1. Inovacao em visualizacio e interacao: Embora a plataforma SimuFisica® ja disponibi-
lize um competente simulador bidimensional para a gravitacao (Fig. 3.6), que permite a
manipulagdo de varidveis como massa, velocidade e nimero de corpos, a transi¢do para
um ambiente tridimensional (3D) trard novas perspectivas para o aprendizado, visto que
fendmenos orbitais, em especial o problema de trés ou mais corpos, envolvem dinami-
cas que nem sempre se restringem a um unico plano, apresentando inclinacdes orbitais
fundamentais para a compreensao do sistema. Além disso, um simulador tridimensional
possibilita maior interatividade com a cena via rotagdo e zoom, permitindo que o estu-
dante desenvolva uma intuicdo espacial mais aprimorada, visualizando a dinadmica sob
multiplas perspectivas e construindo um modelo mental mais préximo a natureza tridi-
mensional do universo.

Tempo = 433 dias

Figura 3.6: Interface do Simulador Gravitacio da plataforma SimuFisica® em execucdo em um tablet.
Link para acesso: https://simufisica.com/simulacoes/gravitacao/.

2. Abordagem de um topico avancado e desafiador: A gravitacdo, em particular o pro-
blema de N-corpos, € um topico de alta complexidade conceitual. Ao incorporar uma fer-

0 termo EdTech (amalgama das palavras inglesas education e technology) refere-se ao uso estratégico de
recursos tecnolégicos — incluindo softwares, hardwares e metodologias digitais — com o objetivo de facilitar a
aprendizagem.
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ramenta tridimensional para explorar este tema, o SimuFisica® amplia seu alcance para
além do curriculo padrao do Ensino Médio, tornando-se um recurso ainda mais valioso
para disciplinas de Mecénica Cldssica no Ensino Superior e para estudantes interessados
em aprofundar seus conhecimentos.

3. Exploracao de fendmenos caéticos: Conforme discutido na subse¢do 2.2.1, o problema
de trés corpos € um exemplo cldssico de sistema cadtico. A simula¢do proposta permite
que os usudrios visualizem de forma direta e intuitiva a “dependéncia sensivel as con-
di¢des iniciais”, um conceito essencial em sistemas dindmicos. Esta ferramenta oferece
uma oportunidade na plataforma para discutir a natureza da previsibilidade e do caos,
temas que raramente sao abordados de forma experimental no ensino basico ou superior.

Em suma, este TCC ndo se limita a criar um software isolado, mas a enriquecer um
ecossistema educacional ja consolidado e relevante. A nova simulacdo pretende fortalecer o
SimuFisica®, introduzindo novas dimensdes de visualiza¢do, complexidade temética e profun-
didade conceitual, e reforcando sua posicdo como uma plataforma de vanguarda no ensino de
Fisica no Brasil.

3.3.1 Alinhamento com a BNCC

O simulador Gravitagdo 3D contribui diretamente para o desenvolvimento de varias Ha-
bilidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [27], notadamente:

EM13CNT201 “Analisar e discutir modelos, teorias e leis propostos em diferentes épocas e
culturas para comparar distintas explicacoes sobre o surgimento e a evolugcdo da Vida,
da Terra e do Universo com as teorias cientificas aceitas atualmente.”

O simulador Gravitagao 3D permite representar e explorar modelos de descricao do movi-
mento dos corpos celestes, possibilitando relacionar essas representacdes com diferentes
explicacdes histdricas sobre a estrutura do Universo. Ao simular sistemas gravitacionais,
como o movimento de planetas ao redor de estrelas ou de satélites ao redor de plane-
tas, os estudantes podem discutir como modelos cientificos foram sendo modificados ao
longo do tempo, passando de interpretacdes baseadas em concepgdes geocéntricas para
modelos heliocéntricos fundamentados em leis fisicas.

EM13CNT202 “Analisar as diversas formas de manifestacdo da vida em seus diferentes ni-
veis de organizacdo, bem como as condicoes ambientais favordveis e os fatores limitantes
a elas, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simu-
lacdo e de realidade virtual, entre outros).”

O simulador Gravitagao 3D pode contribuir para a discussdo das condi¢des fisicas que
tornam um planeta potencialmente habitdvel. Por meio da simulacdo de sistemas plane-
tarios, € possivel investigar como a distincia entre um planeta e sua estrela influencia sua
dindmica orbital e, consequentemente, as condicdes ambientais associadas a presenga de
dgua liquida em sua superficie. Essa abordagem permite introduzir o conceito de zona
habitdvel, regido ao redor de uma estrela onde as condicdes de temperatura podem ser
compativeis com a existéncia de dgua no estado liquido. Ao variar parametros como
massa da estrela, distincia orbital e velocidade inicial dos corpos, os estudantes podem
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explorar como essas varidveis influenciam no tamanho das 6rbitas e discutir sua relacio
com as condi¢des favoraveis ou limitantes ao surgimento e a manutengdo da vida.

EM13CNT204 “Elaborar explicacoes, previsoes e cdlculos a respeito dos movimentos de ob-
jetos na Terra, no Sistema Solar e no Universo com base na andlise das interacoes gra-
vitacionais, com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de
simulacdo e de realidade virtual, entre outros).”

Essa habilidade € diretamente contemplada pelo uso do simulador Gravitagao 3D. A fer-
ramenta permite investigar o movimento de corpos submetidos a intera¢do gravitacional,
analisando como varidveis como massa, posi¢do inicial e velocidade influenciam as tra-
jetdrias resultantes. Ao realizar simulacdes virtuais, os estudantes podem formular hip6-
teses sobre o comportamento do sistema, elaborar previsdes e comparar essas previsoes
com os resultados obtidos nas simulagdes.

EM13CNT209 “Analisar a evolugdo estelar associando-a aos modelos de origem e distribui-
cdo dos elementos quimicos no Universo, compreendendo suas relacdoes com as condigoes
necessdrias ao surgimento de sistemas solares e planetdrios, suas estruturas e composi-
¢oes e as possibilidades de existéncia de vida, utilizando representagdes e simulagoes,
com ou sem o uso de dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simulagcdo e
de realidade virtual, entre outros).”

O simulador Gravitacao 3D também pode contribuir para a discussio de aspectos relacio-
nados a formacao e evolugao de sistemas planetarios. Ao explorar sistemas gravitacionais
com multiplos corpos, os estudantes podem analisar como as interacdes gravitacionais in-
fluenciam a organizacdo e a estabilidade de sistemas planetérios ao longo do tempo. Essas
exploracdes permitem discutir, em nivel introdutério, processos associados a formacao de
sistemas solares e as condi¢des fisicas que podem favorecer a existéncia de planetas em
Orbitas estaveis ao redor de estrelas. Dessa forma, o simulador pode servir como recurso
didético para relacionar conceitos de gravitacdo com temas mais amplos da Astronomia,
como a formacdo de sistemas planetérios e a evolu¢cdo do Universo.

Atividade Sugerida: O Desafio da Orbita Estavel. O professor pode utilizar o simulador
para propor um desafio em grupo: “Dado um sistema com duas estrelas em 6rbita bindria (con-
figuracdo inicial predefinida), qual deve ser a posi¢ado e a velocidade inicial de um terceiro corpo
(um planeta) para que ele permaneca em uma 6rbita estdvel ao redor do par?”.

Nesta atividade, os estudantes sao levados a:

1. Investigar: Eles precisam explorar diferentes configuragdes, testando hipéteses de forma
colaborativa.

2. Analisar e argumentar: Ao observar os resultados — que podem ser uma 6rbita estavel,
uma interac@o cadtica ou a ejecao do planeta —, os grupos devem analisar 0 que ocorreu
e argumentar sobre o porqué de suas escolhas terem levado aquele resultado.

3. Desenvolver habilidades: A atividade mobiliza diretamente as habilidades EM13CNT204
e EM13CNT209 da BNCC, além de promover o raciocinio 16gico, a resolu¢ao de proble-
mas e o trabalho em equipe.
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4 O SIMULADOR GRAVITACAO 3D: SOLUCAO NUMERICA, PLANEJAMENTO E

DESENVOLVIMENTO

4.1 METODOLOGIA NUMERICA: A SOLUCAO DO PROBLEMA DE N-CORPOS

A simulacdo do movimento de trés ou mais corpos sob a influéncia mitua da gravidade,
conhecido como problema de N-Corpos, € um desafio cldssico da fisica e da matematica. Ex-
ceto por casos muito especificos, ndo existe uma solu¢ao analitica exata para este problema.
Portanto, a trajetoria dos corpos deve ser determinada através de métodos de integragdo nu-
mérica. Esta secio detalha o tratamento matematico e o algoritmo utilizado para resolver as
equagdes de movimento no “motor de fisica” da simulacdo desenvolvida.

4.1.1 A equacio de movimento e a necessidade do método numérico

O fundamento dindmico da simulagdo € a segunda lei de Newton, combinada com a lei
da Gravitagdo Universal. Para um corpo ¢ de massa m; e vetor posi¢ao 77;, a forca resultante F;
exercida sobre ele por todos os outros corpos j € dada por:

F=Y 0 - 1), (4.1

j#i |7a.7 - TZ|3

onde GG € a constante gravitacional. Pela segunda lei de Newton, F; = m,d;, onde a acelera-

~ -, . c o~ — 252, . ~
cdo a; € a segunda derivada temporal do vetor posicdo, a; = ‘iltg". Combinando as equacgoes,

obtemos a equacdo diferencial de segunda ordem que governa o movimento de cada corpo:

d*7; m;
= O ) 4.2)
JF
A equacdo 4.2 é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) vetorial de segunda ordem.
Métodos numéricos padrdao, como os da familia Runge-Kutta, sdo projetados para resolver
EDOs de primeira ordem. Portanto, é necessario primeiro converter esta equagdo em um sis-
tema de EDOs de primeira ordem.

4.1.2 Transformacio para um sistema de equacoes de primeira ordem

A conversao € realizada através da definicao de um vetor de estado para cada corpo. Na
Mecanica Cléssica, o estado de um corpo em qualquer instante de tempo ¢ é completamente
descrito por sua posi¢do 7(t) e sua velocidade ¥(¢). Definimos a velocidade como a primeira
derivada da posig¢ao:

dr

7 4.3
=0 (4.3)
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Esta € a nossa primeira EDO de primeira ordem. A segunda EDO ¢é obtida definindo
a aceleracdo como a primeira derivada da velocidade. A aceleragdo, d(7), é a fun¢do do lado
direito da equacgdo 4.2, que depende das posi¢cdes de todos 0s corpos na cena:

di

d—;f = (7,7, . .. ZG — 7). (4.4)
JF#i

Com as equacg0Oes 4.3 e 4.4, transformamos uma EDO vetorial de segunda ordem em

um sistema de duas EDOs vetoriais de primeira ordem acopladas. Agora, podemos aplicar o

método de Runge-Kutta para resolver este sistema.
4.1.3 O método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4)

Embora existam métodos mais simples, como o método de Euler, eles acumulam erros
rapidamente em simulagdes orbitais, levando a resultados instaveis (6rbitas que espiralam para
fora ou para dentro). O método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4) foi escolhido por oferecer
um excelente equilibrio entre precisdo, estabilidade e custo computacional [117].

Para uma EDO de primeira ordem genérica y’ = f(¢,y), o método RK4 avanga a solugdo
de um tempo t,, para t,, + h (onde h é o passo de tempo) através da férmula:

h
Ynt+1 = Yn + g(k‘l + 2ko + 2k3 + k), 4.5)

onde os coeficientes k sdo aproximacdes da inclinacdo em diferentes pontos do intervalo de
tempo h:

k1= f(tn, yn) (4.6)
h h

ko = f(tn + = 5 Un + §k51) 4.7)
h h

ks = f(tn + 50 Yn + §k2) (4.8)

ks = f(tn + h,yn + hks) (4.9)

Para aplicar o RK4 ao nosso sistema, tratamos a posic¢do 7 e a velocidade ¢ como as
varidveis a serem atualizadas. O algoritmo € aplicado simultaneamente a ambas, para cada
corpo ¢, a cada passo de tempo h:

1. Calcular os coeficientes %, (no inicio do intervalo):

B =0, (4.10)
k1, = a(7,) 4.11)

2. Calcular os coeficientes %, (no ponto médio, usando %):

. h -

kgr = 27n + Eklv 4.12)
- h -

kgv - 6(Fn —|— _klr) (413)
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3. Calcular os coeficientes k3 (no ponto médio, usando k):

— h —

ks, = U, + 5192@ (4.14)

— h —

ks, = a(r, + Ekgr) (4.15)
4. Calcular os coeficientes %, (no final do intervalo, usando k3):

kgr = Ty + hiks, (4.16)

kgw = (7, + hks,) 4.17)

5. Calcular o estado final (posicao e velocidade no tempo ¢,,.1):
h o . - -
7:‘nJrl = Fn + E(klr + 2k2r + 2k3r + k4r> (418)
h ud g - —
Upy1 = Uy + E(k“’ + 2k, + 2k3, + kay) (4.19)

Note que para calcular cada @(. . . ), é necessario conhecer as posi¢des de todos 0s corpos
naquele sub-passo especifico, o que evidencia o acoplamento do sistema.

4.2 MODELAGEM DA SIMULACAO COM UML

Antes da fase de codificacdo, foi fundamental estabelecer uma arquitetura de software
para a simulagdo, planejada e modelada com a Linguagem de Modelagem Unificada (UML)
[118]. A UML € uma linguagem grafica padronizada na engenharia de software, utilizada para
visualizar, especificar, construir e documentar os artefatos' de um sistema.

A adocdo desta metodologia foi crucial ndo apenas por boas priticas de desenvolvi-
mento, mas também pela natureza do projeto: uma simulagao fisica envolve interacdes comple-
xas entre objetos, cdlculos continuos e uma logica de estado que precisa ser clara e bem definida.
O uso da UML permitiu traduzir os conceitos abstratos da fisica gravitacional em um design de
software concreto e modular?, garantindo a clareza do escopo e facilitando a manuteng¢io futura
da ferramenta.

Para representar o sistema de forma abrangente, foram selecionados quatro diagramas
essenciais que, em conjunto, fornecem uma visao completa da arquitetura sob duas perspectivas
distintas:

* Visao estrutural: Descreve a estrutura estdtica do sistema, ou seja, as classes, seus atri-
butos, métodos e os relacionamentos entre elas.

* Visdo comportamental: Mostra a dindmica do sistema, focando em como os objetos
interagem entre si e como os fluxos de trabalho sdo executados para alcancar as funcio-
nalidades desejadas.

'"Em engenharia de software, artefatos sio os produtos gerados durante o processo de desenvolvimento, que
podem incluir diagramas (como os de UML), documentos de requisitos, cédigo-fonte e os proprios executdveis do
software.

2A modularidade é um principio de design de software que consiste em dividir um sistema em componentes
independentes e intercambidveis, chamados médulos. Cada médulo encapsula uma responsabilidade especifica,
facilitando a manutencio, o teste e a reutilizagdo do cédigo.
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4.2.1 Diagrama de casos de uso

O Diagrama de Casos de Uso modela as funcionalidades do sistema sob a perspectiva
de um ator® externo, definindo o escopo do software ao responder a pergunta: “O que o sistema
faz?”. Conforme ilustrado na Fig. 4.1, este diagrama delimita as interacdes essenciais que um
usudrio, seja ele estudante ou professor, pode realizar com o simulador.

UML - Diagrama de Casos de Uso

SimuFisica®: Simulador de Gravitagao 3D (Simu3D)

> Massa

Configurar Simulagdo ~ €27----—--. <<include>> ~---------- > Posigao
/ T <Sincludess =
"""" > Velocidade

|_——— Controlar Execugao ~ —---------- <<include>> =======nmu- » Clicar controles

----------- Trajetoria
\ _____ <<extend>> ~
¢--

Visualizar Simulagao
<<extend>> Dados

Estudante/Professor

=

Rotacionar a cena

Aproximar

Figura 4.1: Diagrama de Casos de Uso do sistema SimuFisica®: Simulador de Gravitagio 3D (Simu3D),
representando as principais interagdes entre o ator (estudante/professor) e as funcionalidades centrais do
simulador, incluindo configura¢ao da simulacdo, controle da execugdo, visualizacio dos resultados e explo-
racdo da cena tridimensional.

As funcionalidades representadas no Diagrama de Casos de Uso descrevem as princi-
pais interacdes entre o usudrio e o simulador. A funcionalidade Configurar Simulacio permite
ao usudrio definir as condi¢des iniciais do sistema, incluindo massa, posi¢do tridimensional
(x,y, z) e componentes da velocidade (v,, vy, v,) de cada corpo participante da simulagdo. Jd a
funcionalidade Controlar Execucao possibilita o gerenciamento do fluxo temporal do experi-
mento, permitindo iniciar, pausar, continuar ou reiniciar a simulacdo conforme necessario.

A funcionalidade Visualizar Simulacao corresponde a principal interface de saida do
sistema, apresentando a renderizacdo tridimensional do movimento orbital obtido a partir da in-
tegracdo numérica das equagdes fisicas implementadas. Complementarmente, a funcionalidade
Explorar Cena 3D oferece recursos de interacio espacial, permitindo ao usudrio rotacionar a
camera, aplicar zoom e transladar a cena, favorecendo a analise do comportamento dinamico
dos corpos sob diferentes perspectivas.

SEm UML, um ator representa um papel desempenhado por uma entidade externa que interage com o sistema.
Pode ser um usudrio humano, outro sistema de software ou até mesmo um dispositivo de hardware. Neste caso,
representa o estudante ou o professor que ird interagir com a simulagdo.
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4.2.2 Diagrama de classes

O Diagrama de Classes constitui o pilar da modelagem estrutural em UML, descrevendo
a arquitetura estatica do sistema ao detalhar as classes®, seus membros e os relacionamentos de
interdependéncia. No desenvolvimento deste simulador, a modelagem ilustrada na Fig. 4.2
foi fundamental para organizar o c6digo em componentes coesos, aderindo ao Principio da
Responsabilidade Unica (SRP)’.

A arquitetura foi projetada sob uma variagdo do padrdo Model-View-Controller (MVC)®,
promovendo a separagdo entre a logica, a interface do usuério e o controle de fluxo. As respon-
sabilidades de cada classe estdo sintetizadas na Tabela 4.1.

UML - Diagrama de Classes

- camposEntrada: Array - scene: THREE.Scene
- botaolniciar: Button 1 1 - camera: THREE.Camera
- botaoPausar: Button - renderer: THREE.WebGLRenderer

+ obterDadoslniciais(): DadosCorpol[ ]

e cnIATiralicR(sal Kasbuliuraion) SImu|aca°contr°”er + atualizarCena(corpos: Array<CorpoCeleste>)
- motorFisica: MotorFisica
- renderizador3D: Renderizador3D
- interfaceUsuario: InterfaceUsuario 1
1 - estado: EstadoSimulacao (ex: “parado”, “executando”)
+ iniciar()
1 + pausar()
+ reiniciar()
MotorFisica + loopPrincipal() CorpoCeleste
- corpos: Array<CorpoCeleste> - massa: float
- G: float - posicao: Vector3
- passoDeTempo: float 1 % | - velocidade: Vector3
= y ‘ - forcaResultante: Vector3
+ adicionarCorpo(corpo: CorpoCeleste)
+ atualizarSimulacao()
- calcularForcas() + getPosicao(): Vector3
- atualizarPosicoes () + setForcaResultante(forca: Vector3)
+ getCorpos(): Array<CorpoCeleste> = =

Figura 4.2: Diagrama de classes detalhando a arquitetura estatica e os relacionamentos fundamentados no
padrao MVC.

A conectividade entre as classes reforca o padrao MVC através de simbologias especifi-
cas da UML. A conexao de “Associacao” (linha continua) indica que o SimulacaoContro-—
1ler utiliza os servicos das demais classes como mediador central, mantendo, contudo, ciclos
de vida independentes.

J4 a “Composi¢@o” (losango preenchido) denota uma dependéncia existencial rigorosa:
arelacdo entre MotorFisica e CorpoCeleste estabelece que os corpos celestes nao pos-
suem razao de existir fora do dominio do motor que gerencia a simulacdo. O dinamismo resul-
tante dessa estrutura manifesta-se no fluxo de dados ilustrado na Fig. 4.3.

*No paradigma de Programagio Orientada a Objetos (POO), uma classe funciona como um projeto ou "molde”
para a criag@o de objetos, definindo atributos (estado) e métodos (comportamento).

30 SRP (Single Responsibility Principle) estabelece que uma classe deve possuir apenas uma razio para mudar,
garantindo que sua funcdo seja tinica e bem definida dentro do ecossistema do software.

%0 Model-View-Controller (MVC) é um padrio de arquitetura de software originalmente concebido na década
de 1970 para o desenvolvimento de interfaces gréficas de usudrio. Ele estrutura a aplica¢do em trés partes: o
Model (os dados e regras), a View (a representacdo visual desses dados) e o Controller (que processa as entradas
do usudrio para manipular o Model.



35

Comandos do Controle

s

( N - . . \
e InterfaceUsuario m SimulacaoController @ Estados Atualizados Renderizador 3D

Detecta interagao i Inicializa L : 4 Envia Dados Atualiza
P s Executa Calculos A ¢y
(ex: “Iniciar”) MotorFisica Atualizados Projecéo Visual

i J

Iteragao do Loop

Figura 4.3: Representacdo do fluxo dindmico de dados entre os componentes da arquitetura MVC.

Esta arquitetura, definida pelos relacionamentos e pelo fluxo de dados, garante o baixo
acoplamento entre os componentes. Isso resulta em um sistema coeso, escaldvel e de facil
manutencdo, permitindo, por exemplo, que o motor de renderizacao seja alterado sem impactar
a logica fisica da simulacéo.

Tabela 4.1: Arquitetura do Sistema e Responsabilidades das Classes.

Classe / Componente Papel MVC) | Descricao e Responsabilidades
SimulacaoController Controller | Atua como o Controller e orquestrador do sistema.
E responsavel por instanciar e coordenar os demais
componentes, gerenciar o estado geral da simulacio
(parado, executando, pausado) e conter o loop princi-
pal. Ele faz a ponte entre a interface do usudrio e o
motor de fisica, garantindo que permanecam desaco-
plados.

InterfaceUsuario (UI) View Parte da View, esta classe encapsula os elementos da
interface grafica (campos de entrada, botdes). Sua
funcdo é capturar as ag¢des do usudrio e notificar o
Controller, sem ter conhecimento algum sobre a 16-
gica da simulagdo.

Renderizador3D View A outra parte da View, responsdvel pela representacdo
visual da simulac¢d@o. Utilizando a biblioteca Three.js,
ele cria e gerencia a cena 3D. Sua tnica fungdo € atu-
alizar a tela com base nos dados que recebe do Con-
troller, sem alterar o estado da simulag@o.
MotorFisica Model Componente central do Model. Esta classe encapsula
toda a légica e os dados da simulacdo gravitacional.
Contém a lista de corpos e os métodos para calcular as
forcas e atualizar posicoes e velocidades, operando de
forma totalmente independente da interface grafica.
CorpoCeleste Model Classe de dados (Data Object) que também compde
0 Model. Armazena os atributos intrinsecos de cada
corpo: massa, posicdo, velocidade e a forga resultante
que atua sobre ele em um instante.
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4.2.3 Diagrama de sequéncia

Enquanto o Diagrama de Classes mostra a estrutura estatica, o Diagrama de Sequéncia
modela o comportamento dinamico do sistema. Ele ilustra como os objetos interagem ao longo
do tempo através da troca de mensagens, focando em um cendrio de uso especifico.

O diagrama apresentado na Figura 4.4 detalha a sequéncia de eventos mais importantes
do simulador, que se inicia quando o usudrio solicita a execugao da simulagao.

UML - Diagrama de Sequéncia
|i| :Usuério

clicarlniciar()

:SimulacaoController :MotorFisica :Renderizador3D

obterDadoslIniciais()

iniciar(dadoslniciais) . loop ,

atualizarPosicoes()

v

posicoesAtualizadas()

1
atualizarCena(posicoes atualizadas) »

>
]

atualizarPainelDeDados(dados
Simulacao)

<. ____________________
) ‘Ioop 3

Figura 4.4: Diagrama de Sequéncia demonstrando o fluxo de interag@o para o inicio e execugdo do loop da
simulagdo.

A sequéncia de interacoes 16gicas, traduzida no fluxo de controle do software, esta sin-
tetizada na Fig. 4.5. Este esquema evidencia como as requisi¢des transitam entre as camadas
do padrao MVC.

A modelagem da sequéncia é fundamental para assegurar o correto fluxo de controle e,
primordialmente, o fluxo de dados que garante o desacoplamento entre o Model (motor de fi-
sica) e a View (camada de apresentacdo). Através desta estrutura, garante-se que o renderizador
receba apenas as coordenadas finais calculadas, sem a necessidade de conhecer a complexidade
interna do algoritmo de integracdo numérica.

4.2.4 Diagrama de estados

O Diagrama de Estados modela o ciclo de vida do componente central do sistema, des-
crevendo as diversas configuracdes em que ele pode se encontrar e os eventos’ que disparam as

7Um evento é um gatilho ou estimulo (como o clique de um botiio ou a passagem de tempo) que dispara uma
transi¢do, resultando em uma mudanga de estado no sistema.
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transi¢des. No contexto deste projeto, o Diagrama de Estados (Fig. 4.6) detalha o comporta-
mento do objeto SimulacaoController, que opera sob trés estados légicos principais:

 pe————\
& InterfaceUsuario || SimulacaoController
A A T—— i/ ; b/

Usuario

' I :

o i w . || 1.0Usudrio interage com a
1. Usuario clica em “lIniciar /1 InterfaceUsuario através da agdo
F : clicarlniciar().

h 4 .
e e S :
AU TET O | 2. A InterfaceUsuario coleta os pardmetros
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Figura 4.5: Representacdo simplificada da légica de processamento e atualizacdo de dados quadro a qua-
dro.

Este diagrama demonstra como as interagdes realizadas na interface do usudrio alteram
o fluxo de controle interno da aplicacdo. Os estados principais sao definidos como:

* Parado: Estado inicial ou de reinicializacdo. O sistema permanece estdtico, aguardando
a configuracdo dos parametros iniciais € o comando de ativacao.

* Executando: Estado ativo de processamento. O loop de animacdo é executado continua-
mente, solicitando ao Mot orFisica o cdlculo das novas coordenadas e a0 Renderi—
zador3D a atualizacdo da cena.

* Pausado: Estado de suspensdo temporal. O processamento fisico e a atualizacdo visual
sdo interrompidos, preservando o estado atual das varidveis (posi¢cdo e velocidade) para
uma posterior retomada ou reinicio.
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UML - Diagrama de Estados

Parado

l iniciarClicado

( Executando
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»
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_>“
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l reiniciarClicado
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reiniciarClicado J reiniciarClicado
= >4

Figura 4.6: O Diagrama de Estados do Controlador detalha o comportamento reativo do
SimulacaoController perante as interagdes do usudrio.

As transi¢Oes entre esses estados sdo mediadas por eventos de interface capturados pela
InterfaceUsuario,tais como iniciarClicado, pausarClicadoe reiniciar-
Clicado. A formaliza¢do desta maquina de estados assegura que a ldgica de controle seja
imune a comportamentos inesperados, garantindo a integridade e a previsibilidade da simulagao
fisica.

4.3 FERRAMENTAS DE DESENVOLVIMENTO

4.3.1 Three.js: a biblioteca para graficos 3D na WEB

O desenvolvimento de uma simulagdo interativa, tridimensional e acessivel, como a
proposta neste trabalho, exige uma tecnologia robusta que seja capaz de renderizar graficos
diretamente em um navegador web, garantindo acessibilidade e dispensando a instalagdo de
softwares adicionais pelo usudrio final. A biblioteca escolhida para esta tarefa foi a Three.js,
um projeto de cédigo aberto que se tornou um padrao de mercado para a criagio de experiéncias
3D na web [119].

Three.js é uma biblioteca JavaScript® de alto nivel que simplifica o processo de criacdo
de graficos 3D. Ela funciona como uma camada de abstracdao sobre a WebGL (Web Graphics

8 JavaScript (JS) é uma linguagem de programacio de alto nivel, interpretada e com tipagem dinamica, padroni-
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Library), uma API de baixo nivel que permite a renderizacao de graficos 2D e 3D acelerada por
hardware (GPU) dentro de um elemento <canvas> do HTMLS. Enquanto o WebGL oferece
grande poder, sua programacao € complexa e verbosa. O Three.js encapsula essa complexidade,
oferecendo uma API intuitiva e estruturada para a manipulacdo de cenas tridimensionais [120].

a) Arquitetura e componentes fundamentais

A criacdo de uma aplicacdo com Three.js baseia-se na combinacdo de alguns compo-
nentes essenciais que, juntos, formam a cena a ser renderizada. A documentagdo oficial [120]
descreve a a estrutura fundamental apresentada na Tab. 4.2.

b) Aplicacdo no desenvolvimento da simulacdo Gravitacao 3D

No contexto deste TCC, a biblioteca Three.js é a espinha dorsal da interface visual da
simulacdo de gravitagdo. A sua arquitetura foi mapeada diretamente para os elementos do
sistema a ser simulado:

* Os corpos celestes (estrelas, planetas) sdo representados por objetos do tipo Mesh. A ge-
ometria utilizada € a SphereGeomet ry, e seus materiais sdo do tipoMesh Standard
Material, permitindo que cada corpo tenha uma cor distinta e reaja a iluminagdo da
cena, conforme mostrado na Fig. 4.7.

* O espaco sideral é a propria Scene (Apéndice A), que contém os meshes dos corpos
celestes e as fontes de luz, conforme mostrado na Fig. 4.8.

* A interac¢ao do usuario ¢ facilitada por componentes adicionais da biblioteca, como o
OrbitControls (Apéndice B), que permite ao observador girar, aproximar (zoom) e
mover (pan) a PerspectiveCamera para analisar o sistema gravitacional de qualquer
angulo, conforme mostrado na Fig. 5.1.

O aspecto mais crucial da aplicagdo do Three.js € o loop de animacao (animation loop),
implementado com a funcio requestAnimationFrame’. A cada quadro (tipicamente 60
vezes por segundo), o motor de fisica do simulador (responsédvel por resolver o sistema de
EDO’s baseado na 2* Lei de Newton) atualiza as posi¢cdes de cada corpo. Em seguida, essas
novas coordenadas (x,y, z) s@o atribuidas a propriedade .position de cada objeto Mesh
correspondente na cena. Finalmente, o WebGLRenderer € invocado para renderizar a cena
com 0s corpos em suas novas posicdes. Esse ciclo continuo de calculo fisico — atualizacio
da cena — renderizacao € o que cria a ilusdo de movimento fluido e realista.

zada pela especificacdo ECMAScript. Embora seja mais conhecida por ser a linguagem de script para piginas web,
a sua utilizagcdo expandiu-se para o lado do servidor (com Node.js), aplicagdes mdveis e outras dreas, tornando-se
uma das tecnologias mais versateis e amplamente utilizadas no desenvolvimento de software.

requestAnimationFrame é um método padrio em JavaScript para a criagio de animacdes em navega-
dores. Ele informa ao navegador que vocé deseja realizar uma animagao e solicita que ele agende uma nova pintura
da janela antes do préximo ciclo de renderizagdo, otimizando o desempenho.
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Tabela 4.2: Principais Componentes da Biblioteca Three.js e suas Funcdes.

Componente

Classe (Three. js)

Descricao e Aplicacio no Projeto

Cena

Scene (Apéndice A)

E o contéiner principal onde todos os outros
elementos s@o posicionados. A cena funciona
como um universo ou um palco que abriga os
objetos, as luzes e as cameras.

Camera

PerspectiveCamera (Apéndice B)

Define o ponto de vista a partir do qual a cena
€ observada. Existem diferentes tipos de cime-
ras, sendo a PerspectiveCamera (Camera
de Perspectiva) a mais comum para simulag¢des
3D, pois imita a forma como o olho humano

Renderizador

WebGLRenderer

percebe a profundidade.

E o motor responsével por processar as infor-
macdes da cena e da cdmera e desenhar o re-
sultado em um elemento <canvas> na pagina
web. Ele “tira a foto” da cena a partir da pers-
pectiva da cadmera a cada quadro.

Geometria

SphereGeometry

Define a forma do objeto, ou seja, o conjunto
de vértices que compdem sua estrutura.
O Three.js oferece geometrias primiti-
vas como esferas (SphereGeometry),
cubos (BoxGeometry) e planos
(PlaneGeometry). Na simulagdo, ¢
utilizada para dar forma esférica aos astros.

Material

MeshStandardMaterial

Define a aparéncia da superficie da geometria,
como cor, textura, opacidade e como ela re-
age a luz (por exemplo, Material para cores
chapadas ou MeshStandardMaterial para
superficies fotorrealistas).

Malha

Mesh

A unido da Geometria com o Material, for-
mando o objeto visivel (ex: o planeta renderi-
zado).

Luzes

Light

Para que materiais realistas sejam visiveis, a
cena precisa ser iluminada. O Three.js fornece
varios tipos de luz, como AmbientLight (luz
ambiente) e PointLight (luz pontual, como
uma lampada). A PointLight € usada para
simular a emissdo de luz do Sol.

A escolha do Three.js se justifica, portanto, nao apenas por sua capacidade de renderiza-
¢do, mas também por sua flexibilidade em se integrar com a l6gica de simulacdo, permitindo que
os resultados de um modelo matemadtico sejam traduzidos em uma experiéncia visual intuitiva
e pedagogicamente rica. O uso desta biblioteca ja foi validado em outros trabalhos académicos
voltados para a educacdo, como no desenvolvimento de laboratdrios virtuais para o estudo de
fendmenos Opticos [121], na visualizacao de estruturas moleculares [122] e o Motor elétrico —

SimuFisica®

: um aplicativo para o ensino de eletromagnetismo [113].




Figura 4.7: Representaciao de um objeto Me sh utilizando geometria esférica (SphereGeometry) e ma-
terial padrdo (MeshStandardMaterial). O material permite cores distintas e reacdio a iluminacio da
cena. As linhas indicam o sistema de coordenadas (z, y, z).

Figura 4.8: Representacdo da iluminacdo em um sistema tridimensional utilizando a biblioteca
Three. js. A estrela central ¢ modelada como uma esfera e recebe um efeito de brilho (glow) por meio de
um objeto Me sh com material basico transparente (MeshBasicMaterial) e baixa opacidade, simulando
a difusdo luminosa ao redor do corpo celeste. Adicionalmente, uma fonte de luz pontual (PointLight)é
posicionada na origem do sistema de coordenadas (0, 0, 0), emitindo luz em todas as dire¢des e iluminando
os demais objetos da cena, como o planeta visivel a direita. As linhas no plano representam a grade do
espaco tridimensional e auxiliam na percepc¢io da profundidade e orientagdo espacial.

41



42

4.3.2 Implementacao no contexto da simulacao

Na prética, o algoritmo RK4 foi encapsulado dentro do “motor de fisica” do software
(Apéndice C). A cada quadro da animagao, regido pelo requestAnimationFrame do na-
vegador, esta rotina numérica € executada. Ela recebe como entrada o estado atual de todos os
corpos (suas posicdes 7, e velocidades v;,) e o passo de tempo h. Apds executar os calculos
descritos, ela retorna o novo estado (7,1, U,,11), que é entdo utilizado para atualizar as pro-
priedades dos objetos Mesh na cena do Three.js, criando a animacao do movimento orbital. A
escolha de um h pequeno € crucial para a precisio e estabilidade da simulacdo.

4.3.3 Repositorio e acesso ao simulador

O projeto do simulador Gravita¢do 3D estd disponivel publicamente em repositorio on-
line, contendo o cédigo-fonte completo, bem como 0s arquivos necessdrios para sua execucao
e manuten¢cdo. O acesso ao repositorio pode ser realizado por meio do seguinte endereco:
https://github.com/jucianemaia/simu3d.

Adicionalmente, uma versao funcional em estdgio alfa pode ser acessada diretamente
emhttps://simu3d.com.br/, enquanto demonstragdes e exemplos das simulagcdes estdo
publicados no canal https://www.youtube.com/@simu3d-g.


https://github.com/jucianemaia/simu3d
https://simu3d.com.br/
https://www.youtube.com/@simu3d-g
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5 O SIMULADOR GRAVITACAO 3D: APLICACAO E ANALISE DE RESULTADOS

O principal resultado pratico deste trabalho € um simulador interativo voltado ao estudo
do problema de trés corpos, desenvolvido em JavaScript com a biblioteca Three.js. O sistema
foi projetado para integragdo futura ao ecossistema da plataforma SimuFisica®, embora o esta-
gio atual demande ajustes de compatibiliza¢do com o layout e a identidade visual da plataforma,
previstos para etapas subsequentes sob supervisdo do professor orientador.

Atualmente, o simulador encontra-se na fase alfa de seu ciclo de vida, caracterizada
como a fase inicial de testes internos de software. Nesta etapa, o desenvolvimento focou em
técnicas de teste de caixa branca', fundamentais para garantir que a I6gica do motor de fisica e
a integracdo numérica pelo método de Runge-Kutta (RK4) operem conforme as especificacdes
tedricas. Essa transicao para testes que avaliam a perspectiva interna do sistema € o que define
o langamento alfa’.

Além do refinamento estético, o cronograma de desenvolvimento contempla a imple-
mentacao de recursos aprimorados de interatividade, seguindo o padrao de interface do usudrio
e telemetria da plataforma SimuFisica®, como a gerag¢io dinAmica de graficos e o suporte para
download de dados em formatos compativeis com ferramentas de anélise externa. Essas melho-
rias visam alinhar o protétipo atual aos padrdes de exceléncia técnica e usabilidade ja consoli-
dados nas simulagdes em uso na plataforma. A ferramenta materializa os objetivos delineados
no planejamento do projeto (Apéndice D) e oferece um ambiente imersivo para a exploragdo da
dindmica gravitacional tridimensional.

5.1 ARQUITETURA E INTERFACE DO USUARIO (UI/UX)

A arquitetura do simulador prioriza os conceitos de User Interface (Ul)* e User Expe-
rience (UX)*. Enquanto a Ul foca na clareza visual dos elementos interativos — como menus
de configuracio e botdes de controle —, a UX abrange a efici€ncia e a satisfagdo do usudrio
durante a exploracdo pedagogica. O projeto busca otimizar ambos os aspectos, garantindo que
a complexidade matemaética do problema de trés corpos seja traduzida em uma experiéncia de
aprendizado intuitiva e fluida.

As funcionalidades centrais implementadas estdo descritas nas subsecoes abaixo.

10 teste de caixa branca (também conhecido como teste estrutural ou de caixa transparente) é uma técnica que
avalia a estrutura interna, o fluxo de dados e a 16gica do cédigo-fonte da aplicacdo. Diferente do teste de caixa
preta, o testador utiliza o conhecimento da arquitetura do sistema para criar entradas que percorram caminhos
especificos no cédigo, sendo andlogo aos testes de nds em circuitos integrados (ICT).

20 langamento alfa (ou versio alfa) corresponde ao estigio inicial de desenvolvimento de um software, em que
as funcionalidades principais e a 16gica do motor de fisica (neste caso, as integragdes numéricas via RK4) ja estdo
implementadas. Esta fase € voltada para testes internos de depuragéo (debugging) e validacdo técnica da interface,
precedendo a versao beta, que € destinada a testes com o publico-alvo.

3UI (User Interface) refere-se a parte visual e interativa de um software com a qual o usudrio interage (botdes,
menus, layout).

#UX (User Experience) é um conceito mais amplo que abrange todos os aspectos da interagio do usudrio final
com a aplicagdo, incluindo a facilidade de uso, a eficiéncia e a satisfacdo geral. Um bom projeto de software busca
otimizar ambos.
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5.1.1 Motor de fisica

O nucleo da simulacdo utiliza 0 método de RK4, conforme detalhado na secao 4.1, para
garantir a precisao e estabilidade numérica na integracdo das equacdes de movimento. Este é
o ponto essencial deste trabalho, sem o qual ndo poderiam ser obtidos os resultados que serdo
discutidos na Sec. 5.2.

5.1.2 Visualizacao tridimensional interativa

A renderiza¢do em 3D proporciona uma percepg¢ao espacial precisa das Orbitas, permi-
tindo que o usudrio manipule a cena livremente por meio de comandos de rotagdo, translagdo
(pan) e zoom. Essa versatilidade de perspectiva € fundamental para a compreensdo da geome-
tria do sistema sob diferentes angulos. Complementarmente, implementou-se a funcionalidade
de rastro de trajetdria, um recurso diddtico que facilita a andlise histérica do movimento e a
visualiza¢do das leis orbitais, conforme ilustrado na Fig. 5.1.

Tempo = 350.81 dias

Figura 5.1: Renderizacéo dindmica da cena evidenciando a atualizacdo da posi¢do dos objetos em tempo
real. A interface permite interatividade, possibilitando ao usudrio rotacionar, aproximar (zoom) e transladar
a perspectiva da camera para analisar a dinimica gravitacional sob diversos angulos.
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5.1.3 Interface de usuario intuitiva

A ferramenta dispde de uma interface grafica (GUI), como mostrado na Fig. 5.2, proje-
tada para permitir o controle dos parametros e das condi¢des iniciais do sistema. Por meio de
painéis interativos, o usudrio pode configurar a massa, o vetor posicéo tridimensional (x,y, z) e
os componentes do vetor velocidade inicial (v,,v,,v,) de cada um dos trés corpos. Essa flexi-
bilidade € essencial para a exploracdo de diferentes cendrios dindmicos, desde dOrbitas estaveis
até sistemas caoticos.

|_ Reiniciar | wenare ¥ Parametros da Simulacio

Configure massa, pos

velocidade inicial de cada corpo

Corpo 1 — Pardmetros

Massa = 2e30

x 0

Vi 0

z 0

vx 0

vy 0

vz 0
Corpo 2 — Pardmetros -
Corpo 3 — Pardmetros v

Figura 5.2: Interface do simulador de gravitagdo 3D (Simu3D), evidenciando a integragdo entre visuali-
zag¢do computacional e controle interativo dos pardmetros fisicos. A esquerda, observa-se o ambiente de
simula¢do tridimensional, contendo uma estrela central e corpos orbitais representados em um espago com
grade cartesiana, permitindo percepcdo de profundidade e orientag@o espacial. Na parte superior, destacam-
se os botdes de controle da simulagdo, como iniciar e reiniciar, além da sele¢do de cendrios predefinidos
(presets). A direita, encontra-se o painel de configuracdo dos corpos, no qual o usudrio pode definir massa,
posicdo e componentes de velocidade nos eixos z, y e z, possibilitando a manipulagéo direta das condigdes
iniciais do sistema. Essa organizacdo favorece a experimentacdo e a andlise de fendmenos gravitacionais
em tempo real, aproximando o usudrio de um ambiente de laboratério virtual.
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5.2 VALIDACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Esta secdo apresenta a andlise critica do simulador desenvolvido, com énfase na avalia-
cdo de sua precisao fisica e de sua capacidade de representar fendmenos gravitacionais de forma
consistente. Para isso, foram realizados testes de validacdo utilizando parametros astrondmicos
reais do Sistema Solar, permitindo comparar os resultados obtidos pelo simulador com dados
de referéncia amplamente aceitos pela comunidade cientifica.

Para a configuracdo das condi¢des iniciais de cada corpo celeste no ambiente virtual,
foram utilizados como parametros de entrada a massa (kg), a distancia ao Sol no periélio (m)
e a velocidade orbital no periélio (m/s). Esses valores foram selecionados por representarem
condicdes reais de movimento orbital e por possibilitarem a reproducao de trajetorias proximas
as observadas no Sistema Solar.

A partir dessas configuracdes, foram realizadas medi¢des experimentais dos periodos
orbitais simulados, permitindo a comparagdo entre os resultados produzidos pelo modelo com-
putacional e os valores observados na realidade. As Figuras 5.3, 5.4 e 5.5 apresentam exemplos
das coletas realizadas para Merctrio, Vénus e Terra, utilizando as condicoes iniciais descritas
na Tabela 5.1.

A Tabela 5.1 reune os principais parametros fisicos empregados na simulacao, incluindo
massa, distancias orbital média, periélica e afélica, além das velocidades orbitais média, no
periélio e no afélio. A utilizacdo desses dados permitiu reproduzir, de maneira aproximada, as
caracteristicas dindmicas dos corpos celestes analisados.

Tabela 5.1: Parametros fisicos detalhados do Sistema Solar.

Astro Massa (kg) | Dist. Média (m) | Dist. Periélio (m) | Dist. Afélio (m) | Viseaia (M/S) | Vierigiio (M/S) | Vigaiio (M/S)
Sol 1,989 x 10% - - - N N -
Mercirio | 3,301 x 1023 | 5,791 x 10'° 4,600 x 10 6,982 x 100 47.360 58.980 38.860
Vénus 4,867 x 10%* 1,082 x 10" 1,075 x 101! 1,089 x 10 35.020 35.260 34.780
Terra 5,072 x 1027 | 1,496 x 10 1,471 x 10" 1,521 x 1011 29.780 30.290 29.290
Marte 6,417 x 10% 2,279 x 10™ 2,066 x 10! 2,492 x 10™ 24.130 26.500 21.970
Tapiter 1,898 x 10?7 | 7,785 x 10! 7,405 x 10T 8,166 x 10 13.060 13.720 12.440
Saturno 5,683 x 10% 1,433 x 10'2 1,353 x 1012 1,514 x 10'2 9.640 10.180 9.090
Urano 8,681 x 10% 2,871 x 102 2,741 x 102 3,004 x 10 6.790 7.110 6.490
Netuno 1,024 x 10% 4,495 x 10'2 4,445 x 102 4,546 x 102 5.430 5.480 5.370

Baseado em NASA Planetary Fact Sheets (2026) [123

—_—

Os registros visuais apresentados a seguir correspondem aos testes de validagdo tempo-
ral realizados com os planetas internos do Sistema Solar. Em cada experimento, o crondmetro
interno do simulador foi iniciado no instante da passagem do planeta pelo periélio e interrom-
pido apds a conclusdo de uma 6rbita completa (360°) em torno do Sol. Os periodos orbitais
obtidos foram entdo comparados com os valores de referéncia, possibilitando avaliar a precisao
do modelo gravitacional implementado e a sua adequacdo para fins educacionais.

Para a simulacdo de Mercirio, as condi¢des iniciais foram configuradas com a massa de
3,301 x 10?3 kg, posicionando o astro a uma distancia de periélio de 4, 600 x 10'° m e aplicando
uma velocidade tangencial de 58.980 m/s. O resultado obtido foi um periodo orbital de 87,38
dias, apresentando uma convergéncia com os dados reais e um erro relativo de apenas 0,67%.
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Periodo de Translacao:87.38 dias

Figura 5.3: Registro cronométrico da revolucdo de Mercurio, validando a precisdo do algoritmo RK4 em
altas velocidades.

No teste correspondente a Vénus, utilizou-se a massa de 4,867 x 10%* kg, com raio
de periélio de 1,075 x 10'! m e velocidade inicial de 35.260 m/s. A simulagio registrou um
periodo de 224,88 dias, o que representa a maior precisio alcancada entre os planetas internos,
com um erro relativo de apenas 0,08%.

Finalmente, para a validag¢do do sistema Terra-Sol, foram inseridos os parametros de
5,972 x 10%* kg para a massa, 1,471 x 10*! m para a distincia inicial e 30.290 m/s para a
velocidade de periélio. O motor de fisica cronometrou um periodo de 365,63 dias, mantendo a
consisténcia do sistema com um erro relativo de 0,10%.

Figura 5.4: Validacao da periodicidade orbital de Vénus, evidenciando a estabilidade da trajetéria circula-
rizada.
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Periodo de Translacdo:365.63 dias

Figura 5.5: Interface do simulador apresentando a medi¢do do periodo orbital terrestre apds um ciclo
completo.

A eficdcia do motor de fisica foi quantificada por meio do cdlculo do erro relativo para
o periodo orbital (7"), comparando os resultados simulados (7};,,) com os valores reais de refe-
réncia (Treq):

Ea(%) =

Tsim - ﬂea
“—1 x 100% (5.1

real

A Tabela 5.2 resume essa andlise. Nota-se que o sistema apresenta uma boa precisao
para todos os corpos celestes, com erros relativos iguais a 0,12% ou menos. O desempenho em
Merciurio (0,67%) € particularmente notdvel, demonstrando que a calibragdo dos parametros
iniciais no periélio permitiu ao algoritmo RK4 lidar com a excentricidade orbital de forma
robusta e fidedigna.

Tabela 5.2: Comparacio entre periodos orbitais simulados e reais.

Planeta | Periodo Simulado (dias) | Periodo Real (dias) | Erro Relativo (%)
Mercurio 87,38 87,97 0,67%
Vénus 224,88 224,70 0,08%
Terra 365,63 365,25 0,10%
Marte 687,80 686,98 0,12%
Japiter 4.334,75 4.332,59 0,05%
Saturno 10.767,82 10.759,22 0,08%
Urano 30.703,89 30.685,48 0,06%
Netuno 60.231,37 60.189,24 0,07%

Valores reais baseados na Ref. [123].
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5.2.1 Mais exemplos

Estrelas binarias

Trata-se de um sistema composto por duas estrelas que orbitam o centro de massa co-
mum. Na Fig. 5.6(a), foram adotados os seguintes parametros e condi¢des iniciais: mo =
ms = 2 x 103%kg (equivalente 2 massa do Sol), z2(0) = —50 x 10° m, x3(0) = 50 x 10° m,
vy(0) = 20 km/s e v§(0) = —20 km/s, sendo as demais condi¢des iniciais consideradas nulas.
Nessas condicdes, as estrelas descrevem 6rbitas em torno do centro de massa do sistema, que
permanece em repouso.

Na Fig. 5.6(b), foram mantidos os mesmos parametros, alterando-se apenas a velocidade
inicial da estrela 2 para v§(0) = 25 km/s. Como essa modificagdo produz um momento linear
total diferente de zero e ndo atuam forgas externas sobre o sistema, o centro de massa passa a
se deslocar com velocidade constante na direcao do eixo y, conforme previsto pela conservacao
do momento linear.

Dinamica cadtica

Neste exemplo, foi considerado um sistema composto por trés estrelas, no qual as massas
satisfazem a relacio m; = 2mo = 2ms, sendo m; = 4 x 10%° kg. As condicdes iniciais
adotadas foram: z1(0) = —100 x 10° m, 22(0) = 0, 23(0) = 100 x 10° m, v¥(0) = 38,9 km/s
e v§(0) = —30 km/s, enquanto as demais condi¢des iniciais foram consideradas nulas.

A evolucdo temporal do sistema, apresentada na Fig. 5.7, evidencia a complexidade
das interagOes gravitacionais entre os trés corpos. Observa-se que as trajetérias ndo seguem
padrdes orbitais simples ou periddicos, apresentando comportamento caracteristico de sistemas
cadticos, nos quais pequenas variagdes nas condi¢gdes iniciais podem resultar em evolucdes
significativamente distintas ao longo do tempo.

Orbitas elipticas

A condi¢do para que uma Orbita de um planeta (massa msy) ao redor de uma estrela
(massa my > msy) seja circular € que o modulo da forca centripeta F,. agindo no planeta seja
constante durante todo o tempo. Entdo, igualando F, a forga gravitacional F}, pode-se escrever

Gmime B mov?
@ d
onde v € o mddulo da velocidade do planeta (consideramos a estrela com velocidade zero) e d
¢ a distancia do planeta a estrela. A solugdo da equagdo 5.2 para v €

) (5.2)

. Gm1
v = 7 (5.3)

Usando m; = 2 x 103 kg e d = 150 x 10 m, chegamos em v = 29, 8 km/s [Fig. 5.8(a)]. Uma
orbita eliptica ndo circular € alcangada com qualquer outra velocidade ndo nula menor do que a
velocidade necessdaria para uma Orbita circular [Fig. 5.8(b), onde v = 14,9 km/s]. Nesse ultimo

caso, pode-se observar a estrela ocupando um dos focos da elipse, de acordo com a primeira lei
de Kepler (Sec. 2.1.1).
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Figura 5.6: Simulador configurado com dois corpos com massas iguais a do Sol. Em (a), o momento linear
inicial do sistema € zero. Em (b), 0 momento linear inicial do sistema aponta na direcao y.

Figura 5.7: Simulador representando a dindmica do problema dos trés corpos. As massas sao m; = 2mg =
2ms, com m; = 4 x 1030 kg.

Figura 5.8: Simulador ilustrando uma 6rbita circular (a) e uma néo circular (b).
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Orbitas nio elipticas

Sabe-se que as Orbitas elipticas ndo constituem as Unicas solugdes possiveis para a di-
namica gravitacional de um corpo de massa reduzida sob a influéncia de um corpo muito mais
massivo [7]. Dependendo das condi¢des iniciais, também podem ocorrer 6rbitas parabdlicas e
hiperbdlicas. Estas ultimas surgem quando a energia cinética do corpo € superior ao méodulo de
sua energia potencial gravitacional. Dessa forma, a condi¢c@o para a ocorréncia de uma Orbita
hiperbdlica pode ser expressa por

mev?  Gmyims
> )
2 d
em que m, representa a massa do corpo central, m, a massa do objeto em movimento e d a
distancia entre eles. Resolvendo a inequacgdo (5.4) em relacdo a velocidade, obtém-se

(5.4)

2
v > del. (5.5)

Essa expressao corresponde a velocidade de escape do sistema gravitacional. Assim, um objeto
que passe pelo Sol a uma distancia d com velocidade superior a esse valor ndo permanecera
gravitacionalmente ligado a estrela, afastando-se indefinidamente sem descrever uma Orbita
fechada.

Considerando novamente m; = 2 x 103 kg e d = 150 x 10°, m, obtém-se v ~
42,2, km/s como valor limiar entre 6rbitas elipticas e hiperbdlicas. Quando a velocidade € exa-
tamente igual a esse valor, a trajetéria resultante é parabdlica.

Para verificar esse comportamento, foram realizadas simulacdes com velocidades ini-
ciais proximas ao valor limite. A Fig. 5.9(a) apresenta a trajetoria obtida para v = 40 km/s,
caracterizada por uma O6rbita fechada. J4 a Fig. 5.9(b) mostra o resultado para v = 43 km/s,
no qual o corpo adquire velocidade suficiente para escapar da atracdo gravitacional do Sol,
seguindo uma trajetdria hiperbdlica.

Figura 5.9: Simulador ilustrando o limiar entre uma 6rbita eliptica (a) e uma hiperbdlica (b).
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5.2.2 Justificativa para refinamentos e melhorias

Apesar do cumprimento satisfatorio dos itens fundamentais do motor de fisica e da in-
terface de visualizagdo, a andlise do status final do backlog (Tabela D.4) revela lacunas criticas
que impedem a integracdo imediata do simulador a plataforma SimuFisica®. A transi¢do de um
protétipo funcional para uma ferramenta de ampla escala exige o atendimento de critérios de
robustez e suporte pedagdgico que ainda nao foram plenamente atingidos.

As justificativas para a necessidade de melhorias substanciais estdo fundamentadas nos

trés pilares descritos na Tabela 5.3:

Tabela 5.3: Desafios de Interoperabilidade e Impactos Esperados

Pilar Critico

Descri¢cao da Pendéncia

Impacto na Plataforma

Interatividade Cientifica

Incompletude da Telemetria (PBI-
09).

Impede que o usudrio realize in-
vestigacdes quantitativas e coleta de
dados orbitais.

(PBI-13).

Interoperabilidade Pendéncia na Integracdo de Siste- | Risco de instabilidade em ambiente
mas (PBI-12). de producdo e falhas de renderiza-

¢do em diferentes navegadores.
Mediacao Didatica Auséncia do Guia Pedagégico | Sem o roteiro, a simulagdo reduz-

se a uma animacao ilustrativa, per-

dendo sua fung@o como instru-
mento de ensino.

Dessa forma, a homologacdo final na plataforma SimuFisica® fica condicionada a um
ciclo de refinamento técnico focado em:

1. Estabilidade e responsividade: Ajustar a InterfaceUsuario para garantir a usabi-
lidade em dispositivos moveis (essencial para o contexto escolar), bem como ao padrio
dos simuladores do SimuFisica.

2. Rigor numérico de longo prazo: Validar a conservacdo de energia em simulagdes ex-
tensas para evitar o “‘efeito de deriva” nas trajetorias calculadas pelo RK4.

3. Padronizacio de saida: Implementar o componente de telemetria para exportacdo de
dados em formatos compativeis com ferramentas de anélise gréfica.

Em sintese, o projeto atingiu o estado de “Prova de Conceito de Alta Fidelidade™, res-
tando o refinamento dos débitos identificados para alcancar o padrdo de exceléncia exigido para
o ecossistema da plataforma de destino.

SUma Prova de Conceito (PoC) de Alta Fidelidade é uma representacio interativa e detalhada de um produto,
simulando quase perfeitamente o design final, a funcionalidade e a experiéncia do usudrio (UX).
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6 CONCLUSAO

6.1 CONSIDERACOES FINAIS

Ao concluir este percurso de pesquisa e desenvolvimento, pode-se afirmar que o objetivo
geral do trabalho foi plenamente alcancado. O desenvolvimento do simulador gravitacional 3D
ndo apenas resultou em uma ferramenta funcional, mas também validou a premissa de que a
convergéncia entre a fisica computacional e as metodologias dgeis de gestdo é um caminho
vidvel e eficiente para a criacdo de tecnologias educacionais de qualidade.

Até o presente estdgio, o projeto consolidou marcos técnicos e cientificos fundamentais.
No ambito da programacao, a implementacao do algoritmo de Runge-Kutta de 4* Ordem (RK4)
garantiu um motor de fisica estavel e capaz de processar interagdes gravitacionais em tempo real
com fluidez. A adocdo da arquitetura MVC (Model-View-Controller) permitiu que o sistema
fosse construido de forma modular, separando a légica de cdlculo da representacdo visual em
Three.js, 0 que assegura a manutencdo e a escalabilidade do software.

Do ponto de vista cientifico, a validacdo realizada com parametros astronOomicos reais
demonstrou a alta fidelidade do simulador. A obtengdo de erros relativos extremamente re-
duzidos — destacando-se a Terra (0, 10%), Vénus (0,08%) e o excelente ajuste em Merctrio
(0,67%) — atesta que a ferramenta é fidedigna e plenamente apta para o uso em contextos de
ensino médio e superior. Esses resultados comprovam que a calibracdo do motor de fisica a par-
tir das condigdes iniciais de periélio permitiu ao algoritmo lidar com excentricidades orbitais de
forma robusta, superando os desafios de convergéncia numérica inicialmente previstos.

Apesar do sucesso técnico do motor fisico, a transi¢do para a incorporagdo definitiva
na plataforma SimuFisica® exige agora o refinamento de lacunas de maturagiio funcional e
usabilidade. Para que a ferramenta atinja o padrdo de exceléncia exigido para disponibilizacdo
publica, os seguintes requisitos deverdo ser priorizados em ciclos futuros:

1. Médulo de telemetria: Conclusio do sistema de exibi¢do e exportacdo de dados numé-
ricos em tempo real, permitindo que a simulac@o funcione como um laboratério de coleta
de dados simulados.

2. Mediacao didatica: Elaboragao de roteiros pedagdgicos que orientem a aplicacio pratica
do simulador em sala de aula, transformando a ferramenta em um objeto de aprendiza-
gem.

3. Interoperabilidade e UX: Finalizacio da API de integracdo com a plataforma SimuFisica®

e otimizagdo da interface para garantir responsividade e desempenho em dispositivos mo-
vels.

Em sintese, apresentamos um aplicativo capaz de simular 6rbitas de planetas e estrelas,
reproduzindo com realismo as trajetdrias observadas no Sistema Solar. O simulador demons-
tra maturidade técnica tanto em seu motor fisico quanto na componente visual, evidenciando
robustez numérica, consisténcia conceitual e potencial didético.

As etapas futuras concentram-se no aperfeicoamento de sua maturidade como produto
educacional, ampliando processos de validacdo em sala de aula e consolidando-o como ferra-
menta transformadora no ensino de Fisica.
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6.2 PROJECOES FUTURAS E EXPANSOES POTENCIAIS

O simulador Gravitacdo 3D serve como alicerce para futuras expansoes que visam trans-
formar a ferramenta em uma suite completa para o ensino de fisica cldssica e moderna.

A) Médulo de simulagao galactica (Sgr A*) Uma expansdo de alto impacto serd a criagdo
de um cendrio especifico para o buraco negro supermassivo no centro da Via Lictea.

* Implementacio: Fixagdo de um corpo central com massa equivalente a ~ 4,3 x 10°
massas solares. O usudrio poderd configurar a 6rbita de estrelas de teste (como a estrela
S2) para observar dindmicas keplerianas em campos gravitacionais extremos.

* Recurso pedagdgico: Introducdo de presets astrondmicos reais, facilitando a exploracdo
de dados observacionais modernos.

B) Inclusio de efeitos relativisticos Para aumentar a precisdo em regimes de campo forte,
propde-se a incorporagdo de correcdes relativisticas fundamentadas na Relatividade Geral.

* Implementacdo: Utilizacdo da aproximacdo pds-newtoniana [124], adicionando termos
de correg¢iio que dependem de poténcias superiores da distancia (1/r%). Isso permitird
simular fendmenos como a precessao do periélio de Merctrio, corrigindo os desvios ob-
servados na mecanica puramente cléssica.

* Interatividade: Inclusdo de um controle de ativacdo (checkbox) para permitir ao estudante
comparar, visual e numericamente, as previsoes de Newton frente as de Einstein.

C) Melhorias de engine e gamificacdo

* Deteccao de colisdo e fusdo: Implementacdo de tratamento para colisdes ineldsticas e
fusdo de corpos celestes com conservacao de momento linear.

* Gamificacdo: Criagdao de “Modulos de Desafio”, onde o usudrio deve realizar tarefas
especificas, como estabelecer uma Orbita estdvel em formato de “8” ou ejetar um corpo
do sistema devido a interacdo gravitacional.

* Anilise de energia: Plotagem em tempo real de gréificos de energia cinética, potencial e
total, permitindo a verificagcdo empirica da conservacao de energia do sistema.

Com estas proje¢des, este trabalho ndo se encerra como um ponto final, mas sim como
o inicio de um projeto escaldvel, capaz de evoluir continuamente para atender as demandas do
ensino e da divulgacao cientifica contemporanea.
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A CODIGO: CENA

const

gridHelper = new THREE.GridHelper (10, 10, O0x0000ff, 0x808080);

gridHelper.rotation.x = Math.PI / 2;

scene.

const

const materialBodyl

add (gridHelper) ;

geometryBodyl = new THREE.SphereGeometry (0.3, 25, 12);
new THREE.MeshBasicMaterial ({

color: 0xf£fd700,
wireframe: true,

)

const

const materialBody2

geometryBody2 = new THREE.SphereGeometry (0.1, 25, 12);
new THREE.MeshBasicMaterial ({

color: OxFFE4EL,
wireframe: true,

)i

const

const materialBody3

geometryBody3 = new THREE.SphereGeometry (0.1, 25, 12);
new THREE.MeshBasicMaterial ({

color: OxFFE4E1,
wireframe: true,

)

const bodyl = new THREE.Mesh (geometryBodyl, materialBodyl);
scene.add (bodyl) ;

bodyl.position.x = 0;

bodyl.position.y = 0;

bodyl.position.z = 0;

const body2 = new THREE.Mesh (geometryBody2, materialBody2);
scene.add (body?2) ;

body2.position.x = 1.496; //cada px equivale a 1x10711
body2.position.y = 1.496; //cada px equivale a 1x10"11
body2.position.z = 0;

const body3 = new THREE.Mesh (geometryBody2, materialBody2);
scene.add (body3) ;

body3.position.x = -1.496; //cada px equivale a 1x10711
body3.position.y = -1.496; //cada px equivale a 1x10711
body3.position.z = 0;

let pointsTrajetoriasl = [];

let pointsTrajetorias?2

const

Il
—
-
~

fator = 50e9;
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let pausou
function pausar () {

pausou

= true;

= l!pausou;

renderer.setAnimationLoop (() =>

consol

//if (p

//parametros ()

if (!p

e: "loop’

ausou)

ausou)

14

gravitacaoUniversal ()

pointsTrajetoriasl.push( new THREE.Vector3( x2/fator,

{

y2/fator,

65

const geometryLinhal = new THREE.BufferGeometry () .setFromPoints (

const materiallinhal = new THREE.LineBasicMaterial ({

pointsTrajetorias2.push( new THREE.Vector3( x3/fator,

materiallinhal

y3/fator,

const geometryLinha? = new THREE.BufferGeometry () .setFromPoints (

const materiallinha? = new THREE.LineBasicMaterial ({

bodyl.position.x = x1/fator;
bodyl.position.y = yl/fator;
bodyl.position.z zl/fator;
body2.position.x x2/fator;
body2.position.y = y2/fator;
body2.position.z z2/fator;
body3.position.x = x3/fator;
body3.position.y = y3/fator;
body3.position.z z3/fator;
[ =——————oeee trajetoria bodyl

z2/fator ) );

pointsTrajetoriasl);

color: Oxffffff
})i
const linel = new THREE.Line( geometryLinhal,
scene.add( linel
[ =—————————————e—e— e
[ o=———co———s trajetoria body2

z3/fator ) );

pointsTrajetorias2 );

color: 0x4de3db
b
const line2 = new THREE.Line( geometryLinha2,
scene.add( line2
A e

renderer.render (scene,
controls.update ()

camera) ;

materiallinha?2
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B CODIGO: CONSTRUTOR DA CENA

const options = {
targetSelector: ’#scene’,
width: 850, height: 550,
backgroundColor: 0x4169E1,

const renderer = new THREE.WebGLlRenderer () ;

renderer.setSize (
options.width, options.height
)7

document .querySelector (
options.targetSelector
) .appendChild (renderer.domElement) ;

[ e Cena Principal -————-—-- */

const scene = new THREE.Scene();

scene.backgroundColor = new THREE.Color (
options.backgroundColor,

) ;

const loaderSolTerra = new THREE.Textureloader ();
loaderSolTerra.load("./images/universe—8k. jpg", function (texture) {
scene.background = texture;

[ e Camera Principal —-—-——-——-——- */
const camera = new THREE.PerspectiveCamera (
50, options.width / options.height,

)i

camera.position.z = 7;

scene.add( new THREE.AxesHelper() );
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[ Controls ——————- */

const controls = new THREE.OrbitControls (camera, renderer.domElement)
controls.enableDamping = true

controls.dampingFactor = 0.1

[ *——m————— Resize ————————- */

function resize ()

{
camera.aspect = window.innerWidth / window.innerHeight
camera.updateProjectionMatrix ()
renderer.setSize( window.innerWidth, window.innerHeight )
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}

window.addEventListener (' resize’,

resize)
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C CODIGO: MOTOR FISICA

G = 6.6743e-11;

ml// = 1.98892e30; //massa do Sol no SI

m2// = 5.9742e24; //massa da Terra no SI

m3// = 4.86900e24; //massa de Venus no SI

t = 0;

h = 10000;

//h = 3600; //Deve funcionar

//h = 60; //Testar

//h = 10000; //SimuFisica

let v.x1 =0, v.yl = 0, v_zl1 =0, v.x2 =0, v_y2 = 30e3, v_z2 = 0,
v_x3 =0, v_y3 = 38.9e3, v_z3 = 0;

let x1 = 0, y1 = 0, z1 = 0, x2 = 150e9, y2
y3 =0, z3 = 0;

let k1_x1 = 0, kl_yl 0, kl_z1 = 0,

kl_x3 =0, kl_y3 = 0, kl_z3 = 0;

Il
o
~
N
N

Il
o
~
b
W

I

= 69.8e9,

kl_x2 =0, kl_y2 = 0, kl_z2 = 0,

function reset () {
t = 0;
pausou = true;

parametros () ;
document .getElementById ("tempo") .innerHTML = "&nbsp;0 dias";
// limpa arrays

try {
pointsTrajetoriasl.length = 0O;

pointsTrajetorias2.length = 0;
} catch (e) {
// ainda nao foram inicializados —-- ignora

// REMOVE TODAS AS LINHAS DA CENA
scene.children = scene.children.filter (obj => {
if (obj.type === "Line") {
obj.geometry.dispose () ;
obj.material.dispose();
return false;
}
return true;

)

reset ()

function parametros () {
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ml = Number

document .getElementById('ml’) .value

r

( )
x1 = Number (document.getElementById(’'x1’) .value);
yl = Number (document.getElementById(’'yl’) .value);
z1l = Number (document.getElementById(’z1’) .value);
v_x1 = Number (document.getElementById('vxl’) .value);

v_yl = Number (document.getElementById('vyl’) .value);

v_zl = Number (document.getElementById('vzl’) .value);
m2 = Number (document.getElementById('m2’) .value);
x2 = Number (document .getElementById(’'x2") .value);
y2 = Number (document.getElementById(’'y2’) .value);
z2 = Number (document .getElementById(’z2’) .value);

v_y2 = Number (document.getElementById(’'vy2’) .value);

v_z2 =
m3 = Number
x3 = Number

y3 = Number

z3

document
document
document
Number (document

.getElementById('m3’) .value)
.getElementById(’x3") .value);
.getElementById(’'y3’) .value)
.getElementById(’z3") .value);

Z

v_x2 = Number (document.getElementById(’'vx2’) .value);
(
(

Number (document .getElementById (' vz2’) .value) ;

14

4

v_x3 = Number (document.getElementById(’'vx3’) .value);
v_y3 = Number (document.getElementById(’'vy3’) .value);
v_z3 = Number (document.getElementById(’'vz3’) .value);

const containerSol = document.getElementById(’controls_variables_sol’
) ;
containerSol.addEventListener (' input’, function (e) {

if (e.target.matches(’input’)) {
reset () ;
}
})i
const containerPlanetal = document.getElementById(’

controls_variables_planl’);
containerPlanetal.addEventListener (' input’, function (e) {

if (e.target.matches (' input’)) {
reset () ;
}
b)i
const containerPlaneta2 = document.getElementById(’

controls_variables_plan2’);
containerPlaneta2.addEventListener (' input’, function (e) {
if (e.target.matches (’input’)) {
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reset ();
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function gravitacaoUniversal () {

//h =

document .getElementById ("tempo") .innerHTML = "&nbsp;" +
/(3600%x24)) .toFixed (2) + "

//k1

kl_x1 = v_x1;
kl_yl = v_yl;
kl _z1 = v_z1;
kl _x2 = v_x2;
kl_y2 = v_y2;
kl z2 = v_z2;
kl_x3 = v_x3;
kl_y3 = v_y3;
kl_z3 = v_z3;

kl_vxl = - (G * m2

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl_vyl = - (G » m2

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl vzl = - (G * m2

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl _vx2 = - (G * ml

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl_vy2 = - (G » ml

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl vz2 = - (G * ml

+ Math.pow(y2 -

- (G * m3

+ Math

kl_vx3 = - (G * ml

+ Math.pow (y3 -

- (G * m2

+ Math

kl_vy3 = - (G » ml

+ Math.pow (y3 -

- (G * m2

+ Math

kl_vz3 = - (G * ml

.pow (y3 - yl1,

.pow (y3 - vy2,

.pow (y3 - y2,

.pow (y3 - y2,

.pow (y3 - y2,

Number (document .getElementById ("acelerar") .value);

(t
dias";

* (x1 - x2)) / (Math.pow(Math.pow(x2 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))
* (x1 - x3)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x1,

2) + Math.pow(z3 - z1, 2),
* (yl - y2)) / (Math.pow (Math.pow(x2 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))

* (yl - y3)) / (Math.pow (Math.pow(x3 - x1,

.pow(y3 - yl, 2) + Math.pow(z3 - z1, 2), 1.
* (z1 - z2)) / (Math.pow(Math.pow(x2 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))

* (z1 - z3)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x1,
.pow(y3 - yl, 2) + Math.pow(z3 - z1, 2), 1.
* (x2 - x1)) / (Math.pow (Math.pow(x2 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))

* (x2 - x3)) / (Math.pow (Math.pow(x3 - x2,

2)
* (y2 - yl)) /

+ Math.pow(z3 - z2, 2),
(Math.pow (Math.pow (x2 - x1,

yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))
* (y2 - y3)) / (Math.pow (Math.pow(x3 - x2,
.pow(y3 - y2, 2) + Math.pow(z3 - z2, 2), 1.
* (z2 - z1)) / (Math.pow(Math.pow(x2 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z2 - z1, 2), 1.5))
* (z2 - z3)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x2,

2) + Math.pow(z3 - z2, 2),
* (x3 - x1)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z3 - z1, 2), 1.5))

* (x3 - x2)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x2,
2) + Math.pow(z3 - z2, 2),
* (y3 - y1)) / (Math.pow (Math.pow(x3 - x1,
yl, 2) + Math.pow(z3 - z1, 2), 1.5))

* (y3 - y2)) / (Math.pow (Math.pow(x3 - x2,
2) + Math.pow(z3 - z2, 2),

* (z3 - z1)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x1,

1.

1,

1,

1.

1.
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5))i
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2)
5))i
2)

2)
5))i
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2)
5))i
2)

2)
5));
2)

2)
5))i
2)

2)
5))i
2)

2)
5))i
2)
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+ Math.pow(y3 - y1l, 2) + Math.pow(z3 - z1, 2), 1.5))
- (G * m2 * (z3 - z2)) / (Math.pow(Math.pow(x3 - x2, 2)
+ Math.pow(y3 - y2, 2) + Math.pow(z3 - z2, 2), 1.5));

//k2
k2. x1 = v_x1 + (0.5 « h » kl_vx1l);
k2_yl = v_yl + (0.5 » h « kl_vyl);
k2_z1 = v_z1 + (0.5 « h  kl_vzl);
k2_x2 = v_x2 + (0.5 « h » kl_vx2);
k2_y2 = v_y2 + (0.5 » h « kl_vy2);
k2_z2 = v_z2 + (0.5 » h = kl_vz2);
k2_x3 = v_x3 + (0.5 « h » kl_vx3);
k2_y3 = v_y3 + (0.5  h *« k1_vy3);
k2_z3 = v_z3 + (0.5 « h » kl_vz3);
k2_vxl = - (G » m2  ((x1 + 0.5 » h » kl_x1) - (x2 + 0.5 = h =*
kl_x2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5  h » kl1_x2) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h » kl_y2) - (yl +
0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h » k1_z2) - (zl
+ 0.5 « h * kl_zl1l), 2), 1.5))
- (G * m3 » ((x1 + 0.5 » h » k1l x1) - (x3 + 0.5  h =*

kl_x3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3)
- (x1 + 0.5 x h » kl_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1l _y3) - (yl1 + 0.5 » h » kl_yl1), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_z3) - (z1 + 0.5 » h « k1_z1), 2),
1.5));
k2_vyl = = (G » m2 % ((yl + 0.5 » h » kl_yl1) - (y2 + 0.5  h =
kl_vy2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 % h * kl_x2) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x kl_y2) - (yl +
0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h » k1_z2) - (zl
+ 0.5 « h = kl_zl1l), 2), 1.5))
- (G *m3 * ((yl + 0.5 » h » kl_vy1) = (y3 + 0.5 » h =

k1_vy3))) / (Math.pow (Math.pow((x3 + 0.5 * h x k1_x3)
- (x1 + 0.5 x h » kl_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1l _y3) - (yl1 + 0.5 » h » kl_yl1), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_z3) - (z1 + 0.5 » h = k1_z1), 2),
1.5));
k2_vzl = - (G » m2 % ((z1 + 0.5 » h » kl1_z1) - (z2 + 0.5  h =
kl_z2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 % h * kl_x2) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x kl_y2) - (yl +

0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h » k1_z2) - (zl
+ 0.5 « h * kl_zl1l), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((z1 + 0.5 x h » k1 _z1) - (z3 + 0.5  h =*
kl_z3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3)
- (x1 + 0.5 x h » kl_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

x kl1_y3) - (y1 + 0.5 = h %= k1l_yl1), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 x h = k1_z3) - (z1 + 0.5 = h = k1_z1), 2),
1.5));
k2_vx2 = — (G » ml » ((x2 + 0.5 » h » kl_x2) - (x1 + 0.5 = h =*

kl_x1))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5  h » kl1_x2) - (x1 +
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0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h » kl_y2) - (yl +
0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h x k1_2z2) - (zl
+ 0.5 « h * kl_z1l), 2), 1.5))
- (G » m3 x ((x2 + 0.5 * h » kl x2) - (x3 + 0.5 x h =

kl_x3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3)
- (x2 + 0.5 x h » kl_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1 _y3) — (y2 + 0.5 « h « k1_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_2z3) - (z2 + 0.5 » h « kl1_z2), 2),
1.5));
k2_vy2 = - (G » ml x ((y2 + 0.5 » h » kl_y2) - (y1 + 0.5  h =
kl_y1))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 * h * kl_x2) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h » kl_y2) - (yl +
0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h x k1_z2) - (zl
+ 0.5 « h « kl_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((y2 + 0.5 % h x kl _y2) - (y3 + 0.5 » h =«

kl_y3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3)
- (x2 + 0.5 x h » k1l _x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1 _y3) — (y2 + 0.5 « h x k1_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_2z3) - (z2 + 0.5 » h « k1_z2), 2),
1.5));
k2_vz2 = - (G + ml * ((z2 + 0.5 * h » kl1_z2) - (z1 + 0.5 % h =
kl_z1))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 * h * kl_x2) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h » kl_y2) - (yl +

0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h x k1_2z2) - (zl
+ 0.5 « h » kl1_z1), 2), 1.5))
- (G m3 x ((z2 + 0.5 * h k1l z2) - (z3 + 0.5 x h =
kl_z3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h « kl_x3)
- (x2 + 0.5 * h » kl_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1_y3) — (y2 + 0.5 « h « k1_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_2z3) - (z2 + 0.5 » h « kl1_z2), 2),
1.5));
k2 vx3 = - (G *+ ml * ((x3 + 0.5 « h » kl1_x3) - (x1 + 0.5 * h =
kl_x1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h » kl_y3) - (yl +
0.5 « h » kl_yl), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 » h x k1_z3) - (zl

+ 0.5 « h » k1_z1), 2), 1.5))
- (G * m2 x ((x3 + 0.5 x h » kl x3) - (x2 + 0.5 x h =
kl_x2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3)
- (x2 + 0.5 x h » kl_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k1_y3) = (y2 + 0.5 « h x k1_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_2z3) - (z2 + 0.5 » h * kl1_z2), 2),
1.5));
k2_vy3 = - (G » ml x ((y3 + 0.5 » h » kl1_y3) - (y1 + 0.5  h =
kl_y1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * kl_x3) - (x1 +
0.5 » h » k1_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h » kl_y3) - (yl +
0.5 « h » kl1_y1l), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 = h * k1_z3) - (zl
+ 0.5 « h « kl_z1l), 2), 1.5))
- (G * m2 * ((y3 + 0.5 % h % k1l vyv3) - (y2 + 0.5 x h =«

kl_v2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h x k1_x3)
- (x2 + 0.5 x h » kl_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h
* kl1_y3) — (y2 + 0.5 « h +« k1_vy2), 2) + Math.pow((z3



158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

73

+ 0.5 » h « k1_2z3) - (z2 + 0.5 » h % k1_z2), 2),
1.5));
k2_vz3 = - (G » ml » ((z3 + 0.5 » h » kl1_z3) - (z1 + 0.5 = h *
kl_z1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h x k1l_x3) - (x1 +
0.5 » h » kl_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h * k1_vy3) - (yl1 +
0.5 « h » kl_vyl), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 » h » k1_2z3) - (zl
+ 0.5 « h * kl_z1), 2), 1.5))
- (G * m2 x ((z3 + 0.5 « h » k1 _z3) - (z2 + 0.5 * h =

kl_z2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h x= kl_x3)
- (x2 + 0.5 » h » kl_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* kl1_y3) — (y2 + 0.5 x h = kl_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k1_2z3) - (z2 + 0.5 ~ h « kl1_z2), 2),
1.5));
//k3
k3_x1 = v_x1 + 0.5 » h * k2_vx1;
k3_yl = v_yl + 0.5 » h « k2_vyl;
k3_z1 = v_z1 + 0.5 » h » k2_vzl;
k3_x2 = v_x2 + 0.5 » h * k2_vx2;
k3_y2 = v_y2 + 0.5 » h » k2_vy2;
k3_z2 = v_z2 + 0.5 » h * k2_vz2;
k3_x3 = v.x3 + 0.5 * h * k2_vx3;
k3_y3 = v_y3 + 0.5 » h « k2_vy3;
k3_2z3 = v_z3 + 0.5 x h = k2_vz3;
k3 vxl = - (G * m2 * ((x1 + 0.5 » h » k2 x1) - (x2 + 0.5 * h =
k2_x2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5  h » k2_x2) - (x1 +
0.5 *x h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +
0.5 x h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h * k2_z2) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G + m3 » ((x1 + 0.5 * h « k2_x1) - (x3 + 0.5 * h =

k2_x3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x1 + 0.5 * h = k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 * h

* k2_y3) - (yl + 0.5 % h % k2_yl), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 « h » k2_2z3) - (z1 + 0.5 = h = k2_z1), 2),
1.5));
k3_vyl = = (G » m2 % ((yl + 0.5 » h » k2_yl) - (y2 + 0.5  h =
k2_y2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 * h » k2_x2) - (x1 +
0.5 *x h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +
0.5 x h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h * k2_z2) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((yl1 + 0.5 x h x k2_y1) - (y3 + 0.5 x h =«

k2_vy3))) / (Math.pow (Math.pow ((x3 + 0.5 * h x k2_x3)
- (x1 + 0.5 * h = k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 * h

* k2_y3) - (y1 + 0.5 x h = k2_yl), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k2_2z3) - (z1 + 0.5 » h = k2_z1), 2),
1.5));
k3 vzl = - (G * m2 * ((z1 + 0.5 « h » k2 _z1) - (z2 + 0.5 * h =
k2_z2))) / (Math.pow(Math.pow((x2 + 0.5 * h * k2_x2) - (x1 +
0.5 *x h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +

0.5 » h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 » h * k2_z2) - (zl
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+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 x ((z1 + 0.5 * h k2 _z1) - (z3 + 0.5 x h =
k2_z3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x1 + 0.5 x h » k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_y3) - (yl1 + 0.5 « h « k2_y1), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5  h » k2_2z3) - (z1 + 0.5 » h = k2_z1), 2),
1.5));
k3_vx2 = = (G » ml » ((x2 + 0.5 » h » k2_x2) - (x1 + 0.5 = h =
k2_x1))) / (Math.pow (Math.pow ((x2 + 0.5 % h * k2_x2) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +
0.5 « h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 = h * k2_z2) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 x ((x2 + 0.5 * h k2 x2) - (x3 + 0.5 x h =

k2_x3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x2 + 0.5 x h x k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_y3) - (y2 + 0.5 x h x k2_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5  h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h * k2_z2), 2),
1.5));
k3_vy2 = - (G » ml x ((y2 + 0.5 » h » k2_y2) - (yl1 + 0.5  h =
k2_y1))) / (Math.pow (Math.pow((x2 + 0.5 % h * k2_x2) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +
0.5 « h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 = h * k2_z2) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((y2 + 0.5 x h x k2_y2) - (y3 + 0.5 x h =«

k2_vy3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h x k2_x3)
- (x2 + 0.5 x h x k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_y3) - (y2 + 0.5 x h x k2_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5  h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h * k2_z2), 2),
1.5));
k3_vz2 = - (G » ml » ((z2 + 0.5 » h » k2_2z2) - (z1 + 0.5 = h =*
k2_z1))) / (Math.pow (Math.pow((x2 + 0.5 % h * k2_x2) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y2 + 0.5 » h x k2_y2) - (yl +
0.5 « h » k2_y1), 2) + Math.pow((z2 + 0.5 = h * k2_z2) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 x ((z2 + 0.5 * h k2 _z2) - (z3 + 0.5 x h =

k2_z3))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x2 + 0.5 x h x k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_y3) - (y2 + 0.5 x h x k2_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5  h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h * k2_z2), 2),
1.5));
k3_vx3 = - (G » ml » ((x3 + 0.5 » h » k2_x3) - (x1 + 0.5 = h =*
k2_x1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5  h » k2_x3) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h » k2_y3) - (yl +
0.5 « h » k2_y1), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 = h * k2_z3) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m2 x ((x3 + 0.5 * h k2 x3) - (x2 + 0.5 x h =

k2_x2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x2 + 0.5 * h x k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h
* k2_y3) - (y2 + 0.5 x h = k2_y2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5  h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h * k2_z2), 2),
1.5));
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k3_vy3 = - (G » ml x ((y3 + 0.5 » h » k2_y3) - (y1 + 0.5  h =
k2_y1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h x= k2_x3) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h » k2_y3) - (yl +
0.5 « h » k2_yl), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 » h x k2_2z3) - (zl
+ 0.5 « h * k2_z1), 2), 1.5))
- (G * m2 * ((y3 + 0.5 % h % k2_y3) - (y2 + 0.5 » h =«

k2_vy2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x2 + 0.5 x h » k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_vy3) - (y2 + 0.5 x h « k2_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h « k2_z2), 2),
1.5));
k3_vz3 = - (G » ml » ((z3 + 0.5 » h *» k2_z3) - (z1 + 0.5 = h *
k2_z1))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h = k2_x3) - (x1 +
0.5 » h » k2_x1), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 » h » k2_y3) - (yl +
0.5 « h » k2_yl), 2) + Math.pow((z3 + 0.5 » h x» k2_2z3) - (zl
+ 0.5 « h  k2_z1), 2), 1.5))
- (G » m2 = ((z3 + 0.5 * h  k2_z3) - (z2 + 0.5 % h =«

k2_z2))) / (Math.pow(Math.pow((x3 + 0.5 * h * k2_x3)
- (x2 + 0.5 x h x k2_x2), 2) + Math.pow((y3 + 0.5 % h

* k2_vy3) - (y2 + 0.5 x h « k2_vy2), 2) + Math.pow((z3
+ 0.5 » h » k2_2z3) - (z2 + 0.5 » h « k2_z2), 2),
1.5));
//k4
k4_x1 = v_x1 + h * k3_vxl;
kd_yl = v_yl + h « k3_vyl;
k4_z1 = v_z1 + h * k3_vzl;
kd_x2 = v_x2 + h * k3_vx2;
kd_y2 = v_y2 + h * k3_vy2;
kd_z2 = v_z2 + h * k3_vz2;
k4 x3 = v_x3 + h * k3_vx3;
kd_y3 = v_y3 + h « k3_vy3;
k4d_z3 = v_z3 + h » k3_vz3;
kd_vxl = — (G * m2 = ((x1 + h * k3_x1) - (x2 + h » k3_x2))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h » k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y2 + h %= k3_y2) - (yl + h « k3_yl), 2) + Math.pow((
z2 + h = k3_z2) - (z1 + h = k3_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((x1 + h  k3_x1) - (x3 + h * k3_x3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h » k3_x3) - (x1 + h x k3_x1)
, 2) + Math.pow((y3 + h = k3_y3) - (yl + h » k3_yl),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_z3) - (z1 + h « k3_z1l), 2)
¢ 1.5));
kd_vyl = - (G + m2 » ((yl + h * k3_yl) - (y2 + h * k3_y2))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h » k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y2 + h %= k3_y2) - (yl + h « k3_yl), 2) + Math.pow((
z2 + h * k3_22) - (z1 + h  k3_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((yl + h » k3_yl) - (y3 + h = k3_y3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x1 + h * k3_x1)
;, 2) + Math.pow((y3 + h « k3_y3) - (yl1 + h « k3_yl),

2) + Math.pow((z3 + h % k3_z3) - (z1 + h = k3_z1l), 2)
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, 1.5));
kd_vzl = — (G * m2 = ((z1 + h « k3_zl1) - (z2 + h = k3_z2))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h » k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y2 + h %= k3_y2) - (yl + h « k3_yl), 2) + Math.pow((
z2 + h = k3_z2) - (z1 + h = k3_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((z1 + h * k3_z1) — (z3 4+ h * k3_2z3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h » k3_x3) - (x1 + h x k3_x1)
, 2) + Math.pow((y3 + h = k3_y3) - (yl + h » k3_yl),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_z3) - (z1 + h « k3_z1l), 2)
¢ 1.5));
kd_vx2 = - (G + ml » ((x2 + h * k3_x2) - (x1 + h * k3_x1))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h » k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y2 + h %= k3_y2) - (yl + h « k3_yl), 2) + Math.pow((
z2 + h = k3_z2) - (z1 + h = k3_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((x2 + h x k3_x2) - (x3 + h * k3 x3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x2 + h * k3_x2)
;, 2) + Math.pow((y3 + h x k3_y3) - (y2 + h » k3_y2),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_2z3) - (z2 + h x k3_z2), 2)
¢ 1.5));
kd_vy2 = - (G * ml * ((y2 + h » k3_y2) - (y1l + h = k3_yl1))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h » k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow((y2 + h = k3_y2) - (yl + h % k3_yl), 2) + Math.pow((
z2 + h % k3_22) - (z1 + h  k3_z1), 2), 1.5))
- (G * m3 * ((y2 + h » k3_y2) - (y3 + h = k3_y3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x2 + h » k3_x2)
;, 2) + Math.pow((y3 + h * k3_y3) - (y2 + h « k3_y2),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_z3) - (z2 + h x k3_z2), 2)
¢ 1.5));
kd_vz2 = - (G + ml = ((z2 + h * k3_z2) - (z1l + h * k3_z1))) / (
Math.pow (Math.pow ((x2 + h = k3_x2) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y2 + h * k3_y2) - (yl1 + h % k3_yl), 2) + Math.pow ((
z2 + h  k3_z2) - (z1 + h * k3_z1), 2), 1.5))
- (G *# m3 x ((z2 + h * k3_z2) - (23 + h % k3_z3))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x2 + h » k3_x2)
;, 2) + Math.pow((y3 + h * k3_y3) - (y2 + h « k3_y2),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_2z3) - (z2 + h x k3_z2), 2)
¢ 1.5));
kd_vx3 = — (G » ml * ((x3 + h * k3_x3) - (x1 + h *« k3_x1))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h = k3_x3) - (x1 + h % k3_x1), 2) +
Math.pow ((y3 + h % k3_y3) - (yl + h « k3_y1l), 2) + Math.pow((
z3 + h » k3_z3) - (z1 + h * k3_z1), 2), 1.5))
- (G *+ m2 » ((x3 + h *» k3_x3) - (x2 + h % k3_x2))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x2 + h » k3_x2)
, 2) 4+ Math.pow((y3 + h x k3_y3) - (y2 + h % k3_y2),
2) + Math.pow((z3 + h % k3_2z3) - (z2 + h = k3_z2), 2)
r 1.5));
k4d_vy3 = - (G *+ ml » ((y3 + h » k3_y3) — (y1 + h % k3_y1))) / (
Math.pow (Math.pow ((x3 + h * k3_x3) - (x1 + h » k3_x1), 2) +
Math.pow ((y3 + h % k3_y3) - (y1 + h % k3_yl), 2) + Math.pow((
z3 + h » k3_z3) - (z1 + h = k3_z1), 2), 1.5))

- (G * m2 * ((y3 + h » k3_y3) — (y2 + h * k3_y2))) / (
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_vz3 = -

Math.pow (Math.pow ((x3 + h = k3_x3)

r 2)

2)

r 1.5))5
(G » ml =

((z3 + h = k3_z3) -
Math.pow (Math.pow ((x3 + h x= k3_x3) -

Math.pow ((y3 + h % k3_y3) -

z3 + h *

k3_z3) -
(G * m2 =

(z1 + h » k3_z1),
((z3 + h = k3_2z3) -

+ Math.pow ((y3 + h = k3_y3)
+ Math.pow ((z3 + h = k3_z3) -

(yl + h = k3_yl),

2),

Math.pow (Math.pow ((x3 + h = k3_x3)

r 2)
2)
r 1.5));
//incremento
xl = x1 + (h / 6) =*
yl =yl + (h / 6) x
zl1 =21 + (h / 6) «*
x2 = x2 + (h / 6) =«
y2 = y2 + (h / 6) %
z2 = z2 + (h / 6) x
x3 = x3 + (h / 6) =
y3 =y3 + (h / 6) =
z3 = 2z3 + (h / 6) «*
v.x1 = v.x1 + (h / 6)
k4 _vxl);
v_yl = v_yl + (h / 6)
kd_vyl);
v_zl = v_z1 + (h / 6)
kd_vzl);
v.x2 = v.x2 + (h / 6)
k4 _vx2);
v_y2 = v_y2 + (h / 6)
kd_vy2);
v_z2 =v_z2 + (h / 6)
k4 _~vz2);
v_x3 = v_x3 + (h / 6)
k4 _vx3);
v_y3 = v_y3 + (h / 6)
kd_vy3);
v_z3 =v_z3 + (h / 6)
kd4_vz3);
t =t + h;

W
7
S
N

e S e e S

*

(k1_vy2

(k1l_wvz2

(k1_wvx3

(k1_vy3

(k1 _vz3

+ Math.pow ((y3 + h x k3_y3)
+ Math.pow ((z3 + h

P . . T S S S

* k3_z3) -
k2_x1) + (2
k2_yl) + (2
k2_z1) + (2
k2_x2) + (2
k2_y2) + (2
k2_z2) + (2
k2_x3) + (2
k2_y3) + (2
k2_z3) + (2

(2 * k2_wvx1l)

k2_vyl)

k2_wvzl)

k2_vx2)

k2_vy2)

k2_wvz2)

k2_vx3)

k2_vy3)

k2_vz3)

P T . T S S S

1.5))
(z2 + h * k3_z2))) /

_l_
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(x2 + h = k3_x2)
(y2 + h = k3_y2),
(z2 + h = k3_z2),

2)

(z1 + h * k3_z1))) /
(x1 + h » k3_x1),
+ Math.pow ((

2) +

2)

(

(

(x2 + h * k3_x2)
(y2 + h » k3_y2),
(z2 + h = k3_z2),

k3_x1)
k3_yl)
k3_z1)
k3_x2)
k3_y2)
k3_z2)
k3_x3)
k3_y3)
k3_z3)

(2

+ + + + + + + + +
~
1NN
S
N

k3_

k3_vyl)

k3_vzl)

k3_vx2)

k3_vy2)

k3_vz2)

k3_vx3)

k3_vy3)

k3_vz3)

2)
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D PROJETO COM SCRUM

O desenvolvimento de software, mesmo em contexto académico, beneficia-se de uma
abordagem estruturada que permita flexibilidade, gestdo de incertezas e entregas incrementais
de valor. Para a gestdo deste trabalho, foi adotado o framework Scrum', uma metodologia dgil
voltada ao desenvolvimento iterativo e incremental de produtos complexos.

O Scrum fundamenta-se nos pilares do empirismo — transparéncia, inspe¢do e adapta-
¢do — o0 que o torna particularmente adequado para projetos de pesquisa e desenvolvimento,
nos quais os requisitos podem evoluir ao longo do processo.

De acordo com o Scrum Guide [125], o framework estabelece trés papéis fundamentais
no desenvolvimento de projetos:

Product Owner: responsdvel por representar os interesses do cliente ou usudrio final e
maximizar o valor do produto desenvolvido. Atua como elo entre os stakeholders e a equipe
de desenvolvimento, sendo responsavel por definir a visdo do produto, gerenciar e priorizar o
Product Backlog, planejar as liberagdes (releases) e validar as entregas ao final de cada sprint.
Entre suas principais atribuicdes estdo a definicdo das prioridades do projeto, o gerenciamento
de novos requisitos e a aceitagdo ou rejeicdo dos incrementos desenvolvidos.

Scrum Master: atua como facilitador do processo, garantindo que os principios e pra-
ticas do Scrum sejam corretamente aplicados. Diferentemente de um gerente tradicional, ndo
exerce autoridade hierdrquica sobre a equipe, mas trabalha removendo impedimentos, promo-
vendo a colaboracdo e apoiando a equipe na melhoria continua do processo. Também auxilia o
Product Owner na organizacdo do Product Backlog e assegura que o trabalho ocorra em con-
formidade com os valores da metodologia agil.

Development Team: corresponde a equipe responsdvel pela constru¢do do produto.
Trata-se de um grupo multidisciplinar e auto-organizado, que define a melhor forma de execu-
tar as atividades necessarias para cada sprint. Seus integrantes sdo responsaveis por projetar,
desenvolver, testar e manter o produto, garantindo a qualidade dos incrementos entregues ao
final de cada ciclo de desenvolvimento.

A metodologia Scrum organiza o trabalho em ciclos iterativos denominados sprints, que
geralmente possuem duracio entre uma semana e um més. Cada sprint possui data de inicio e
término definidas e resulta na entrega de um incremento funcional do produto, ou seja, uma ver-
sdo potencialmente utilizavel e mais evoluida do sistema. Durante o ciclo de desenvolvimento,
mudangas significativas no escopo sdo evitadas para preservar o foco da equipe e garantir a
entrega planejada.

A curta durac@o dos sprints proporciona diversos beneficios ao processo de desenvol-
vimento, tais como maior facilidade de planejamento, obten¢do rapida de feedback, melhor
controle do progresso do projeto, reducdo de riscos e maior motivagdo da equipe por meio de
ciclos frequentes de entrega e avaliacdo.

O ciclo de vida completo do produto consiste na repeticdo sucessiva desses sprints até a
conclusao do projeto.

'Scrum é uma das metodologias dgeis mais difundidas para gestdo de projetos complexos. Organiza o trabalho
em ciclos curtos (sprints) que permitem inspecdo e adaptacdo frequentes do produto, promovendo colaboracdo,
flexibilidade e entrega continua de valor.
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D.0.1 Adaptacio do Scrum para um projeto académico

Embora o Scrum tenha sido originalmente concebido para equipes de desenvolvimento
de software, sua natureza iterativa, incremental e adaptativa permite sua aplicacdo em diversos
contextos, incluindo a gestdo de projetos de pesquisa cientifica. Nesse cendrio, o framework
pode ser adaptado para conciliar agilidade no desenvolvimento com o rigor metodolégico exi-
gido pela produc¢do académica [126].

No contexto de um TCC, em que o desenvolvimento do projeto é frequentemente rea-
lizado por um unico estudante, torna-se necessaria uma adaptacdo dos papéis tradicionais do
Scrum. Nesse modelo, o discente assume simultaneamente o papel de Developer (responsdvel
pela execucdo técnica e cientifica do projeto) e parte das fun¢des do Product Owner, especial-
mente no que se refere a organizagao do backlog e a defini¢do das tarefas técnicas.

O orientador, por sua vez, atua como facilitador do processo, auxiliando na defini¢ao
das prioridades, avaliando as entregas e garantindo o rigor cientifico do trabalho. Assim, o
projeto € estruturado em ciclos de desenvolvimento (sprints) de curta duragdo — geralmente
entre uma e quatro semanas —, nos quais sdao produzidos incrementos concretos do trabalho,
como capitulos desenvolvidos, funcionalidades implementadas ou experimentos concluidos.

Essa abordagem permite que o estudante mantenha foco em metas menores e progres-
sivas, favorecendo o acompanhamento do progresso do projeto e possibilitando ajustes rapidos
no planejamento por meio de revisdes periddicas [127].

Dessa forma, a adaptacdo do Scrum para este trabalho foi organizada da seguinte ma-
neira:

* Developer (Desenvolvedor): papel desempenhado pela autora deste trabalho, responsé-
vel pela execucdo das atividades técnicas, implementacdo do sistema, desenvolvimento
das simulacdes e redacdo do documento cientifico.

* Product Owner (Dono do Produto): papel compartilhado entre a autora, responsavel
pela organizacgao técnica do backlog, e o professor orientador, que define a visao geral do
projeto, os requisitos pedagogicos e valida as entregas realizadas.

* Scrum Master: funcio assumida pela prépria autora, com foco na autogestdo do pro-
cesso de desenvolvimento, identificacdo e resolu¢do de impedimentos técnicos ou con-
ceituais e garantia da aplicagcdo adequada das praticas do Scrum.

A adaptacdo do Scrum para equipes reduzidas ou individuais tem sido discutida na lite-
ratura como uma estratégia eficaz para organizacdo e acompanhamento de projetos académicos,
contribuindo para a manutencdo do foco, da produtividade e do progresso continuo durante o
desenvolvimento da pesquisa.

D.0.2 Artefatos do Scrum no projeto

Os artefatos do Scrum foram criados para garantir a transparéncia sobre o trabalho a ser
feito e o progresso alcancado a cada novo encontro com o orientador que revisava os resultados
e orientava quais funcionalidades a simulacdo deveria ter. Assim foram criadas as orientagdes
e desenvolvimento do Product Backlog.
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a) Product Backlog

O Product Backlog® é a lista ordenada de tudo o que é necessdrio para o produto final.
Os itens foram priorizados com base no valor que agregam ao objetivo do projeto: criar uma
simulacao funcional e pedagogicamente util (Tab. D.1).

b) Sprints e Sprint Backlogs

O desenvolvimento do simulador foi estruturado em quatro Sprints®, cada uma com
duracdo de trés semanas. Esta cadéncia permitiu a inspecao regular do progresso e a adaptacdo
dos requisitos técnicos e pedagdgicos conforme a evolugdo do projeto.

A Tabela D.2 apresenta o cronograma consolidado, detalhando as metas de cada ciclo e
os respectivos itens do Product Backlog (PBls) contemplados.

¢) Definition of Done (DoD)

Para assegurar o rigor técnico e a consisténcia académica em cada incremento, estabeleceu-
se uma Definicao de Pronto (Definition of Done — DoD). Esta atua como um contrato de quali-
dade: um item do Backlog s6 é considerado oficialmente concluido ao satisfazer integralmente
os critérios descritos na Tabela D.3.

2 Artefato do scrum que consiste em uma lista ordenada e priorizada de todas as funcionalidades, requisitos e
melhorias desejadas para um produto. E a tinica fonte de trabalho para o time de desenvolvimento.

3Evento central do Scrum. Trata-se de um ciclo de tempo fixo (time-box), geralmente de uma a quatro semanas,
destinado a criacdo de um incremento de produto utilizavel e potencialmente liberdvel.



Tabela D.1: Product Backlog ordenado e fundamentado.
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ID

Item (PBI)

Descri¢cao Técnica e Valor Agregado

Prioridade

PBI-01

Ambiente Three.js

Configuracdo do boilerplate inicial e cena
3D bésica. Essencial para a estabilidade
técnica.

Muito Alta

PBI-02

Motor de Fisica

Implementag¢do do motor para o problema
de trés corpos. Garante o rigor cientifico
da pesquisa.

Critica

PBI-03

Renderizagao (Mesh)

Criagao das esferas para representacao fi-
sica. Visualizacdo das entidades no es-

paco.

Alta

PBI-04

Integracdo de Loop

Sincronizacdo do motor de fisica com o
ciclo de animac¢do para movimento em
tempo real.

Alta

PBI-05

Interface de Inputs

Desenvolvimento de Ul para insercao de
massas, posicdes e velocidades. Foco na
autonomia do usudrio.

Alta

PBI-06

Controles de Fluxo

Botdes de Iniciar, Pausar e Reiniciar. Es-
sencial para o controle pedagégico do
ritmo.

Média

PBI-07

Controles de Camera

Implementagdo do OrbitControls para ex-
ploracdo espacial e desenvolvimento da
intuicao 3D.

Média

PBI-08

Rastro (Orbita)

Funcionalidade de desenho de trajetorias.
Recurso pedagdgico para visualizacdo de
padrdes.

Média

PBI-09

Telemetria

Exibi¢do de vetores e dados numéricos
em tempo real. Apoio a andlise cientifica
de dados.

Baixa

PBI-10

Estética Visual

Refinamento de texturas, luz e fundo es-
trelado. Foco no engajamento e imersao
do estudante.

Baixa

PBI-11

Testes e Performance

Testes de caixa branca e otimizacdo. Ga-
rante a confiabilidade do software.

Alta

PBI-12

Integracdo SimuFisica

Compatibilizacdo final com a plataforma
SimuFisica®. Entrega do valor final.

Muito Alta

PBI-13

Documentacao

Elaboracdo do guia técnico e pedagdgico.
Formalizagao académica do projeto.

Alta




Tabela D.2: Detalhamento do cronograma e metas das Sprints.
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Sprint | Meta / Objetivo Itens do Sprint Backlog (Tarefas) PBIs | Duracao
1 Base Tecnoldgica e Fi- | Estudo de JavaScript e Three.js; implementa- | 01 a04 | 3 sem.
sica ¢do do motor de fisica (RK4); renderizacdo ba-
sica dos corpos celestes.
2 Interatividade e Inter- | Desenvolvimento da UI; configuracdo de inputs | 05 a07 | 3 sem.
face de dados (massa, posi¢do, velocidade) e botdes
de controle de fluxo.
3 Refinamento e Visuali- | Implementacdo de rastros orbitais, insercdo de | 08 a 10 | 3 sem.
zacao grades de referéncia e ajustes de iluminagdo e
texturas.
4 Qualidade e Integracdo | Testes de caixa branca; comparacdo com da- | 11a13 | 3 sem.
dos reais; integracdo a plataforma SimuFisica®
e documentacdo final.

Tabela D.3: Critérios da Defini¢do de Pronto (DoD).

Categoria Critério de Aceitacio / Qualidade

Desenvolvimento | Cédigo-fonte implementado, devidamente comentado e se-
guindo padrdes de legibilidade e boas préticas de programa-
¢do.

Qualidade Funcionalidade validada tecnicamente, operando sem erros
(bugs*) que comprometam o motor de fisica.

Validacao Incremento revisado e aprovado pelo orientador em reunido
de Sprint Review, garantindo o rigor cientifico.

Integracao Cadigo testado e integrado com sucesso ao repositorio prin-
cipal (Main Branch) do projeto.

D.0.3 O ciclo de desenvolvimento iterativo

O desenvolvimento seguiu os eventos prescritos pelo Scrum. Ao inicio de cada Sprint,
ocorria o Planejamento do Sprint (Sprint Planning), onde a meta era definida e os itens do
backlog eram selecionados. Semanalmente, uma autoavaliacdo (simulando um Daily Scrum)
era realizada para verificar o progresso em relagdo a meta.

Ao final de cada Sprint, um incremento funcional do software era apresentado ao pro-
fessor orientador na Revisdao do Sprint (Sprint Review). Este evento era crucial para a inspe¢ao
do produto e adaptacdo do Product Backlog com base no feedback recebido. Em seguida, a
Retrospectiva do Sprint (Sprint Retrospective) era um momento de reflexdo sobre o processo de
trabalho, identificando pontos a serem melhorados no Sprint seguinte.

A adog@o do Scrum proporcionou uma estrutura auxiliar para o desenvolvimento deste
TCC, permitindo a gestdo de um projeto complexo de forma organizada, a mitigagao de riscos
através de ciclos curtos de feedback e a garantia de que o produto final estivesse alinhado com
seus objetivos pedagdgicos e técnicos.



83

D.0.4 Avaliacao do cumprimento do Backlog e das Sprints

Ao término do ciclo de desenvolvimento, constatou-se que as quatro Sprints planejadas
foram executadas dentro do time-box estabelecido. A adocdo do framework Scrum conferiu
ao projeto uma gestdo adaptativa, permitindo que a complexidade inerente a implementacdo
do motor de fisica (RK4) na Sprint 1 fosse absorvida sem paralisar o desenvolvimento das
interfaces nas etapas posteriores.

A Tabela D.4 resume o status final de cada item do Product Backlog (PBI). Embora
o nucleo funcional do simulador tenha atingido a “Defini¢do de Pronto” (DoD), a andlise re-
vela que a entrega final concentrou-se na estabilidade do motor e da renderizagdo bésica, em
detrimento de recursos de telemetria e documentagdo pedagdgica.

A conformidade dos itens planejados demonstra que a estrutura¢io do trabalho em pe-
quenos incrementos funcionais diminuiu os riscos de ndo conclusdo. Particularmente, a ante-
cipagdo dos testes de validagdo com dados reais (conforme discutido na Tabela 5.2) permitiu
que eventuais desvios numéricos fossem corrigidos ainda durante a fase de desenvolvimento do
motor de fisica, garantindo a entrega de uma ferramenta pedagogicamente fidedigna.

Tabela D.4: Status final do cumprimento do Product Backlog.

ID Item do Backlog (PBI) Sprint Status DoD Atendida
PBI-01 | Ambiente Three.js e Cena 3D 1 Concluido Sim
PBI-02 | Motor de Fisica (RK4) 1 Concluido Sim
PBI-03 | Renderiza¢do dos Corpos 1 Concluido Sim
PBI-04 | Integracao Fisica-Animacao 1 Concluido Sim
PBI-05 | Interface de Inputs 2 Concluido Sim
PBI-06 | Controles de Simulagdo 2 Concluido Sim
PBI-07 | Controles de Camera 2 Concluido Sim
PBI-08 | Sistema de Rastros (Trajetorias) 3 Concluido Sim
PBI-09 | Telemetria e Dados Numéricos 3 Nao concluido Nao
PBI-10 | Estética e Iluminagdo 3 Concluido Sim
PBI-11 | Testes de Caixa Branca e Desempenho 4 Concluido Sim
PBI-12 | Integracio a SimuFisica® 4 Nao concluido Nao
PBI-13 | Documentacdo e Guia Pedagégico 4 Nao concluido Nao
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